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INTRODUCAO

Este documento curricular apresenta as Aprendizagens Essenciais de Matematica a que os alunos do Ensino Secundario, na
disciplina de Matematica A, devem ter acesso, em articulacdo com o Ensino Basico (EB) e enquadradas no Perfil dos Alunos a
Saida da Escolaridade Obrigatoria. Foi elaborado por uma equipa pluridisciplinar, composta por especialistas em Matematica
e em Didatica da Matematica e por professores experientes nas diferentes vertentes curriculares do Ensino Secundario:
Jaime Carvalho e Silva (Coordenador), Alexandra Rodrigues, Antonio Domingos, Carlos Albuquerque, Cristina Cruchinho,
Helder Martins, Jodo Almiro, Luis Gabriel, Maria Eugénia Graca Martins, Maria Teresa Santos, Nélida Filipe, Paulo Correia,
Rui Goncalo Espadeiro e Susana Carreira.

1. Matematica Escolar Orientada para o Futuro

A formacao de individuos matematicamente competentes é um proposito fundamental do curriculo de matematica para o
Ensino Secundario. A sociedade e o mundo contemporaneos, marcados pela globalizacao, crescente digitalizacao,
conectividade e automatizacao, e por uma aceleracao do desenvolvimento tecnoldgico, enfrentam desafios nos quais o
conhecimento matematico adquire um papel essencial, proporcionando conceitos, métodos, modelos e formas de pensar.
Esse poder matematico deve ser parte integrante da educacao de todos os cidadaos, incluindo conhecimentos e capacidades
que os jovens transportarao para a sua vida pessoal, social e profissional.
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Empreender uma formacao matematica abrangente e inovadora, neste ciclo de escolaridade, significa desenvolver nos
alunos a capacidade de identificar conceitos matematicos relevantes para resolver problemas reais, aplicar procedimentos
matematicos adequados e interpretar os resultados em contextos diversos. O raciocinio matematico esta na base dos
processos de compreensao dos conceitos e objetos matematicos, que podem e devem ser analisados, representados e
relacionados de diferentes formas. Sao igualmente importantes a formulacao de hipdteses, a testagem de conjeturas, a
deducao, a generalizacao e a abstracdo, na construcao de argumentos logicos e conclusdes, cuja comunicacao de forma
apropriada é cada vez mais importante no mundo atual.

O curriculo consagra o propdésito de preparar os alunos para formularem juizos e tomarem decisdes fundamentadas,
contribuindo para que se tornem cidadaos reflexivos, empenhados e participativos. Visa também contribuir para que os
jovens valorizem o papel da Matematica no mundo e o seu caracter de ciéncia em evolucao e renovacao permanente,
apreciando a sua dimensao estética, a par do seu legado historico.

Assim, o curriculo de Matematica para o futuro orienta-se para o desenvolvimento de areas de competéncias, a luz do que é
preconizado no Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatéria, nomeadamente no que se refere ao pensamento critico
aliado a resolucao de problemas, promovendo a criatividade e a comunicacao, além de acentuar a pertinéncia do trabalho
colaborativo.

2. ldeias Inovadoras do Curriculo

e Matematica para a Cidadania

O reconhecimento do Ensino Secundario como um ciclo que é parte integrante da formacao geral dos jovens, incluido na
escolaridade obrigatoria, cria um contexto em que todas as disciplinas, incluindo a Matematica, devem contribuir para o
desenvolvimento dos alunos enquanto cidadaos ativos, conscientes, informados e interventivos.

A crescente relevancia do papel da Matematica na sociedade atual realca a importancia e a necessidade de dotar os alunos
de ferramentas matematicas de analise dos processos sociais, que estao na base do exercicio de uma cidadania ativa. Assim,
estas Aprendizagens Essenciais exploram modelos matematicos de processos eleitorais e a analise matematica de modelos
financeiros e valorizam o desenvolvimento da literacia estatistica.
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e Pensamento Computacional

Os aspetos comuns entre o Pensamento Matematico e o Pensamento Computacional, bem como a relevancia atual do
Pensamento Computacional na ciéncia e na sociedade, justificam que o curriculo de Matematica valorize esta abordagem
conceptual na resolucao de problemas. As Aprendizagens Essenciais de Matematica A promovem o desenvolvimento de
praticas como a abstracao, a decomposicao, o reconhecimento de padroes, a analise e definicao de algoritmos, bem como a
aquisicao de habitos de depuracao e otimizacao dos processos envolvidos na atividade matematica. Deste modo, a aposta no
Pensamento Computacional revela a aproximacao do curriculo as recomendacoes internacionais, designadamente em
relatérios da Uniao Europeia, e também o alinhamento com o curriculo de Matematica do Ensino Basico, favorecendo o
desenvolvimento desta capacidade de forma integrada, coerente e progressiva.

e Diversificacao de temas no curriculo

Para além do desenvolvimento de competéncias dos alunos no ambito da cidadania, pretende-se continuar a disponibilizar
aos alunos um conjunto variado de ferramentas matematicas. Assim, aposta-se na diversificacao de temas matematicos, e
das abordagens a cada tema, valorizando competéncias algébricas em paralelo com os métodos numéricos, o raciocinio
dedutivo a par do recurso a tecnologia, e a inclusao de temas com pouca tradicao no Ensino Secundario em Portugal. Esta
diversificacao € intensificada no 12.° ano com a proposta de trés temas em opcao, possibilitando que turmas diferenciadas
trabalhem temas matematicos diferentes, podendo em algumas turmas, caso o tempo o permita, ser lecionado mais do que
um dos temas opcionais propostos.

e Matematica para todos

Assume-se que o curriculo na escolaridade obrigatéria deve dar resposta a todos os alunos, tendo em vista a sua formacao
matematica enquanto cidadaos, proporcionando-lhes uma experiéncia rica, adequada ao seu nivel etario e ao alcance de
todos. Os formalismos e os niveis de abstracao devem ser adequados ao trabalho desenvolvido em cada tema. Pretende-se
que a matematica seja um contributo para a resolucao de problemas, possibilitando que os alunos mobilizem e desenvolvam
0 seu raciocinio com vista a tomada de decisdes e a construcao e uso de estratégias.
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3. Ideias chave das Aprendizagens Essenciais

As Aprendizagens Essenciais de Matematica no Ensino Secundario dao continuidade as aprendizagens do Ensino Basico e
assumem um conjunto de principios e orientacoes metodologicas, cuja concretizacao e especificacao é feita para cada ano

de escolaridade e tema matematico. A seguir, enunciam-se e apresentam-se as nove ideias chave preconizadas nas
Aprendizagens Essenciais, esquematizadas na Figura 1:

Organizagao do
trabalho dos

Figura 1 - Ideias chave das Aprendizagens Essenciais
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1) Resolucao de problemas, modelacao e conexdes
Dar sentido a Matematica e enfatizar a modelacao e as aplicagoes

A resolucao de problemas, tal como a modelacao, devem constituir o contexto para o estabelecimento de conexdes entre
diferentes conceitos e areas da Matematica, assim como entre a Matematica e outras areas do saber, permitindo uma
abordagem integrada e significativa para os alunos na sua atividade matematica. E fundamental que os alunos tenham
contacto com o processo de modelacao matematica e sejam capazes de criticar, validar e aperfeicoar modelos matematicos.
Preconizando a exploracao de ideias e conceitos matematicos, pretende-se que a aprendizagem nao se reduza a
memorizacao de regras, ao treino de procedimentos ou a sua execucao sem compreensao. E essencial que as definicdes, os
resultados e os procedimentos matematicos adquiram sentido e que os alunos os saibam mobilizar e aplicar adequadamente
para resolver problemas do mundo real, em situacdes do dia-a-dia ou de outras disciplinas. Uma das areas de competéncias
no Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatodria, fortemente ligada a Matematica - Raciocinio e resolucao de
problemas - implica que os alunos sejam capazes de: i) interpretar informacao, planear e conduzir pesquisas; ii) gerir
informacoes e tomar decisoes; iii) desenvolver processos conducentes a construcao de conhecimento, usando recursos
diversificados.

2) Raciocinio e légica matematica
Incentivar processos de raciocinio dedutivo, integrando a logica matematica nos diversos temas

O aluno deve ser sistematicamente incentivado a explorar situacoes problematicas, a usar abordagens heuristicas, a formular
e validar conjeturas, a justificar processos de resolucdo e a encadear raciocinios. Os conceitos e métodos relativos a logica
matematica nao constituem um tema especifico das Aprendizagens Essenciais, mas devem, de forma natural, ser integrados
nos varios temas abordados. Nocoes elementares de Logica podem e devem ser introduzidas a medida que forem relevantes
para a clarificacao de processos e de raciocinios. Pretende-se, assim, que o aluno adquira a capacidade de raciocinar
dedutivamente e de forma auténoma, usando os principios e a simbologia inerentes a loégica matematica. A integracao do
raciocinio dedutivo e da logica, bem como da linguagem matematica e simbdlica, deve estar presente em todos os
momentos de aprendizagem, sem se transformar num conteudo tratado de forma isolada. O grau de formalizacao a utilizar
deve ter sempre em conta o nivel de maturidade matematica dos alunos e deve surgir, se possivel, como uma necessidade,
garantindo que o processo de formalizacao acompanha a apropriacao dos conceitos. Diversos temas, como, por exemplo,
Geometria, Funcdes e Probabilidade, em contexto de resolucao de problemas, podem constituir-se como excelentes
oportunidades para desenvolver o raciocinio dedutivo, no qual se inclui a utilizacao de linguagem e de notacoes adequadas.
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3) Recurso sistematico a tecnologia

Incentivar a exploracao de ideias e conceitos, integrando a tecnologia como alavanca para a compreensao e
resolucao de problemas.

A abordagem exploratoria de ideias e conceitos matematicos apresenta-se como determinante, o que pressupoe levar o
aluno a participar ativamente num processo de construcao e aprofundamento, motivado por questoes desafiadoras,
problemas e procura de justificacdes. A integracao da tecnologia € considerada como indispensavel nesse processo, pelas
possibilidades que oferece de experimentacao, visualizacao, representacao, simulacao, interatividade, bem como,
evidentemente, de calculo numérico e simbolico. O recurso a ambientes de geometria dinamica (AGD), a folha de calculo e a
aplicativos digitais, explorados em computadores, smartphones ou calculadora grafica, deve ser feito de forma sistematica.
As atividades de programacao devem ser integradas com uma complexidade progressiva, sendo relevantes para o
desenvolvimento de processos algoritmicos, de um pensamento estruturado e do raciocinio logico, proporcionando um vasto
campo de aplicacao da Matematica e envolvendo genuinamente a formulacao e a resolucao de problemas, além de promover
o desenvolvimento do pensamento computacional.

4) Tarefas e recursos educativos
Apoiar a aprendizagem em tarefas, contextos e recursos diversificados

A construcao de tarefas de aprendizagem constitui uma das acdes decisivas do professor. Uma tarefa matematica
enriquecedora pode assumir a forma de um problema, uma questao exploratdria, um exercicio de aplicacdao, um pequeno
projeto ou uma pesquisa de aprofundamento, sempre que observe os seguintes critérios: ser interessante e desafiante,
envolver matematica relevante, criar oportunidades para aplicar e ampliar conhecimentos, permitir diferentes estratégias,
tornar possivel monitorizar a compreensao dos alunos e apoiar o seu progresso. As tarefas devem ser, ainda, diversificadas e
ajustadas aos objetivos de aprendizagem e a sua planificacao deve prever diferentes tipos de organizacao do trabalho dos
alunos. A utilizacao de recursos variados, nomeadamente da tecnologia, bem como a diversificacao de contextos de
aprendizagem, incluindo laboratdrios, espacos fora da sala de aula, museus de ciéncia e outros, deverao merecer especial
atencao na construcao de tarefas.
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5) Histéria da Matematica
Valorizar a importancia da Matemadtica na evolugdo da sociedade

O recurso a episodios e problemas marcantes da Historia da Matematica deve motivar pesquisas, estudos ou debates, nao de
carater enciclopédico, mas contribuindo para que o progresso da Matematica seja apreciado e compreendido. Para além do
seu valor intrinseco, enquanto patrimoénio cultural que importa valorizar, existem numerosos factos, aspetos particulares e
episodios da Historia da Matematica que, pelo seu potencial pedagogico, devem ser explorados em tarefas dentro e fora da
sala de aula. Os professores devem aproveitar os factos contemporaneos da Historia da Matematica para levar os alunos a
entender o papel determinante da Matematica na sociedade atual. Por exemplo, podem ser referidas as primeiras Medalhas
Fields atribuidas a mulheres matematicas, a importancia dos modelos matematicos para entender a crise climatica, a
evolucao das epidemias ou a exploracao espacial.

6) Praticas enriquecedoras e criatividade

Inovar e investir em praticas enriquecedoras, favorecendo o desenvolvimento da criatividade e atitudes
positivas face a Matematica

O curriculo integra propostas inovadoras, que incluem a realizacao de projetos, de profundidade e extensao ajustados as
condicdes existentes e aos alunos. E igualmente recomendado que os alunos se envolvam na resolucio de questdes e
problemas auténticos em contextos de interdisciplinaridade (nomeadamente, numa perspetiva integradora de STEAM -
ciéncias, tecnologia, engenharia, artes e matematica). A programacao, tal como a modelacao ou o trabalho de projeto,
abrem inumeras vias de trabalho promissoras que nao devem ser ignoradas. Também a beleza da Matematica, a sua
aplicabilidade e a historia fascinante que a envolve sao fortes motivos para inovar através de praticas de enriquecimento das
aprendizagens. E importante que os alunos experimentem o prazer da descoberta em Matematica e que desenvolvam o gosto
pelo desafio, pela procura de solucdes e pela sua comunicacao. Dar aos alunos oportunidades de aprenderem matematica
significativa contribui para que desenvolvam atitudes positivas em relacao a disciplina. Estimular a curiosidade, o interesse,
a motivacao e a criatividade é essencial para que reconhecam a importancia da Matematica na sua formacao pessoal e
académica e adquiram autoconfianca, sentindo-se capazes de raciocinar e comunicar matematicamente. O contexto
socioemocional que permeia a aprendizagem da Matematica tem grande influéncia sobre a imagem que os jovens constroem
da disciplina, sendo determinante na formacao de cidadaos criticos, reflexivos, que se sintam capazes de tomar decisoes e
de formular e resolver problemas de forma criativa e eficiente.
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7) Organizacao do trabalho dos alunos

Valorizar o trabalho colaborativo num ambiente de entreajuda e corresponsabilizacado, cultivando
comunidades de aprendizagem

A valorizacao do trabalho colaborativo é assumida enquanto estratégia de aprendizagem e enquanto competéncia a
desenvolver nos jovens na sociedade atual. A colaboracao é especialmente indicada em tarefas nas quais os alunos possam
discutir e definir abordagens e processos de resolucdo, confrontar ideias e contribuir para um objetivo comum. E também
uma forma de trabalho em que os alunos se devem apoiar mutuamente, envolvendo-se em processos matematicos,
argumentacao e comunicacao, valorizando as competéncias individuais de cada um. Assim, o trabalho em pares e em
pequenos grupos é adequado em multiplas situacdes de aprendizagem, desde a realizacao de tarefas curtas, passando por
situacoes que envolvem pesquisa, recolha de dados, modelacao, até ao desenvolvimento de projetos.

8) Comunicacao matematica

Comunicar recorrendo a representacoes multiplas, com clareza e rigor e um nivel de formalizacdo adequado

A comunicacdao matematica, a par do raciocinio e do pensamento critico, esta presente quando os alunos interpretam
graficos, esquemas, diagramas ou dados, justificam afirmacoes, utilizam diferentes representacoes, escrevem e criticam
explicacOes e argumentos matematicos, com simbologia adequada e produzindo encadeamentos logicos. Importa por em
pratica diversos tipos de comunicacdo, dando espaco as discussdes coletivas e em pequenos grupos, apresentacoes orais
e/ou escritas, elaboracao de relatérios e composicoes, publicacoes e exposicoes, que sao essenciais no processo de
desenvolvimento de conceitos ou processos matematicos. A simbologia constitui um sistema de representacao matematica
robusto que deve ser relacionado com outros modos de representacao, tendo em vista a sua utilizacao oportuna,
nomeadamente no ambito da comunicacao matematica. A formalizacao de conceitos e resultados matematicos € uma etapa
importante da aprendizagem que nao se alcanca por meio do excesso de manipulacao simbolica ou pela pratica de artificios
de calculo demasiadamente técnicos.

9) Avaliacao para a aprendizagem

Privilegiar a avaliacao formativa na regulacao do processo de aprendizagem

A abordagem exploratoria que se privilegia implica a integraco da avaliacdo no processo de aprendizagem. E necessario que
a avaliacao seja um processo, e nao um fim, e que esteja ao servico da aprendizagem dos alunos, de modo a favorecé-la. A
diversificacao de formas e instrumentos de avaliacao é uma das praticas de avaliacao recomendadas. Constituem boas
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tarefas de avaliacao formativa as resolucoes detalhadas de tarefas, os relatérios e os cartazes. A producao de documentos
de natureza audiovisual é igualmente valida e apelativa, designadamente sob a forma de pequenos videos, criacao de
paginas e blogs, tirando partido de ferramentas digitais. As partilhas de ideias e conclusdes em sala de aula, bem como as
apresentacoes orais, constituem boas oportunidades para monitorizar e acompanhar o desenvolvimento das aprendizagens e
identificar dificuldades e obstaculos.

4. Operacionalizacao das Aprendizagens Essenciais

A disciplina de Matematica assume um papel estruturante nos Cursos Cientifico-Humanisticos de Ciéncias e Tecnologias e de
Ciéncias Socioeconomicas. As Aprendizagens Essenciais do 10.° ano integram uma vertente de formacao matematica para a
cidadania, em consonancia com as restantes disciplinas de Matematica do Ensino Secundario. Esta vertente é concretizada
nos temas Modelos Matemadticos para a Cidadania e Estatistica. Para além destes temas, no 10.° ano, os alunos estudam
Geometria e Funcdes numa logica de ampliar e aprofundar as abordagens do Ensino Basico.

No 11.° ano as Aprendizagens Essenciais integram Geometria, Matemadtica Discreta e Fun¢ées. No tema Geometria inclui-se
geometria analitica e vetorial e trigonometria. Na Matematica Discreta estudam-se técnicas de contagem e sucessoes. O
estudo das funcdes considera sempre a abordagem dos diferentes pontos de vista: grafico, numérico e algébrico.

No 12.° ano é abordado o tema Numeros Complexos e sao aprofundados os temas Probabilidade e Funcées. A finalizar as
Aprendizagens Essenciais do 12.° ano sao propostos trés temas em alternativa: Inferéncia Estatistica, Primitivas Imediatas e
Integrais Definidos e Matrizes. Deve ser escolhido um destes temas para cada turma da escola, podendo essa escolha variar
de turma para turma. Se o tempo o permitir, pode ser trabalhado mais do que um tema opcional.

O trabalho de projeto assume uma dimensao relevante, surgindo explicitamente no 10.° ano e no 11.° ano. No 10.° ano sao
sugeridas propostas de projetos nos temas Estatistica, Modelos Matematicos para a Cidadania, Geometria sintética e
Funcdes. No 11.° ano sao sugeridas propostas de projetos nos temas Matematica Discreta (Sucessoes), Geometria e Funcoes.
Em cada um destes anos devera ser desenvolvido pelo menos um dos projetos, podendo em alternativa ser desenvolvida
outra proposta de trabalho, em qualquer tema que o professor considere adequado.
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As Aprendizagens Essenciais relativas a Matematica A, dos Cursos Cientifico-Humanisticos de Ciéncias e Tecnologias e de
Ciéncias Socioeconomicas, concretizam-se em trés documentos distintos. A organizacao das Aprendizagens Essenciais, que a
seguir se detalha, é apresentada em quatro areas:

e Temas, Tdpicos e Subtdpicos matemdticos, em que sao identificados os conceitos matematicos a abordar.

e Objetivos de aprendizagem: conhecimentos, capacidades e atitudes que o aluno deve revelar, em que sao
concretizadas, para cada topico matematico, as aprendizagens visadas com a indicacao do foco e da especificacao
preconizada.

e Acoles estratégicas de ensino do professor, onde é clarificado o papel do professor e as indicacoes metodoldgicas que
sao consideradas adequadas para atingir os objetivos de aprendizagem definidos, bem como a sugestao de exemplos
para a concretizacao das atividades a propor aos alunos. Sao também dadas indicacées para clarificar os niveis de
dificuldade que se consideram parte integrante destas Aprendizagens Essenciais.

e Areas de competéncia do perfil dos alunos, em que é estabelecida uma ligacdo entre as aprendizagens matematicas
visadas, as indicacoes metodoldgicas e as competéncias, capacidades e atitudes definidas no Perfil dos Alunos a Saida
da Escolaridade Obrigatéria.

Quando nas Aprendizagens Essenciais se refere recurso a tecnologia grafica, deve entender-se a utilizacao de folhas de
calculo ou qualquer versao de calculadora grafica, fisica ou sob a forma de emulador, bem como o uso do Geogebra ou outro
Ambiente de Geometria Dinamica, nas suas diversas versoes disponiveis em qualquer dispositivo digital. Considera-se
também o recurso a aplicativos digitais especificos (apliquetas), disponiveis na internet ou em foruns tematicos.

Para cada tema sao incluidas notas clarificadoras, nomeadamente no que se refere a sugestao de: atividades para o
desenvolvimento do Pensamento Computacional, com recurso a exemplos; propostas de possiveis aprofundamentos de alguns
temas ou de abordagens alternativas; referéncias bibliograficas que incluem documentos e recursos para apoio ao trabalho
do professor.

A ordem dos temas apresentados nestas Aprendizagens Essenciais constitui um exemplo de uma sequéncia que se considera
adequada no ambito do processo de gestao e desenvolvimento do curriculo.

Na tabela abaixo apresenta-se uma possivel distribuicao dos tempos letivos pelos topicos das Aprendizagens Essenciais,

tomando como referéncia vinte e oito semanas letivas, num total de trinta e duas ou trinta e trés semanas previstas
usualmente no calendario escolar. Considerou-se cada semana com seis tempos letivos de quarenta e cinco minutos.
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Temas Topicos Aulas (45 min) Semanas

Numeros complexos na forma algébrica 12

Nimeros complexos 5
Numeros complexos na forma trigonométrica 18
Fendmeno aleatdrio 2
Probabilidade 8

Probabilidade Probabilidade condicionada 12 6
Modelos de probabilidade em espacos finitos 10
Modelo Normal 4

Func¢ao exponencial

Funcao inversa 4
Funcdo logaritmica 16
Fungoes Funcao composta 2 14
Derivadas 26
Funcdes continuas e derivaveis 18
Resolucdo aproximada de equacdes 12

Introducdo a inferéncia estatistica

Tema Opcional Primitivas imediatas e Integrais definidos 18 3

Matrizes

Total 28
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OPERACIONALIZACAQO DAS APRENDIZAGENS ESSENCIAIS (AE)

TEMAS, Topicos e
Subtodpicos
matematicos

OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM:
Conhecimentos, Capacidades e Atitudes
que o aluno deve revelar

ACOES ESTRATEGICAS DE ENSINO DO PROFESSOR

Areas de
Competéncia do
Perfil dos Alunos

NUMEROS
COMPLEXOS
Compreende,
N( Contextualizar historicamente a origem dos Estimular a pesquisa na internet sobre a evolucao do conceito de | interpreta e
Umeros complgxos numeros complexos. nimero, desde os niUmeros naturais até a formalizacdo dos comunica
na forma algébrica ndmeros complexos. utilizando
Identificar a unidade imaginaria e o conjunto linguagem

Unidade imaginaria

Forma algébrica

Conjugado e modulo
de um ndmero

C dos nimeros complexos.

Resolver equacées do 2.° grau, de

Sugerir a adaptacao do programa efetuado em Python para a

matematica (A)

coeficientes reais, quando nao existem raizes | resolucdo de equagdes do 2.° grau, incorporando niimeros Recorre a
reais. complexos. informacao
disponivel em
Chamar a atencao de que o conjunto dos nimeros reais € um fontes

subconjunto do conjunto dos nimeros complexos.

documentais
fisicas e digitais,

complexo Representar nimeros complexos na forma Salientar que este conjunto permite obter solucées para avalia, valida e
algébrica, identificando parte real, parte equacdes do 2.° grau que sao impossiveis em R, sendo que nao é | organiza a
imaginaria, modulo e conjugado, bem como possivel definir relacdes de ordem entre dois complexos. informacao
numeros imaginarios puros em C. recolhida (B)

Conduzir o aluno a verificar que existem equacodes do 3.° grau

(de coeficientes reais) que tém uma, duas ou trés solucdes em

C, sendo que pelo menos uma delas é sempre real e as outras Analisa

duas se complexas sao conjugadas. criticamente as

Igualdade de conclusées a que

complexos Estabelecer a igualdade de niumeros Salientar que dois complexos sao iguais se coincidem, chega,
complexos na forma algébrica. respetivamente, nas suas partes reais e imaginarias. reformulando, se

necessario, as
. estratégias
Operacdes Efetuar operacdes elementares com nimeros

elementares com

complexos na forma algébrica (adicao,

adotadas (C)
Usa critérios para
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nimeros complexos na
forma algébrica

Representacao de
complexos no plano de
Argand-Gauss

subtracao, multiplicacao, divisao e
potenciacao).

Representar nimeros complexos no plano de
Argand-Gauss e identificar nUmeros complexos
a partir das suas imagens geométricas.

Realcar que nas operacdes elementares entre nimeros
complexos se mantém a generalidade das propriedades das
operacoes definidas em R.

Sugerir a construcao geométrica dos pontos correspondentes a
soma e ao produto de dois nUmeros complexos, utilizando
ferramentas tecnologicas.

NUmeros complexos
na forma
trigonomeétrica

Forma trigonométrica

Operacdes com
nimeros complexos na
forma trigonométrica

Conjuntos definidos
por condicdes na
variavel complexa

Representar nimeros complexos na forma
trigonométrica.

Estabelecer a igualdade de dois nimeros
complexos na forma trigonométrica, bem
como comparar nimeros complexos cujas
imagens geométricas estdo em posicoes
simétricas em relacado ao eixo real, ao eixo
imaginario ou a origem.

Efetuar operacdées com nimeros complexos na
forma trigonométrica (multiplicacao, divisao,
potenciacao e radiciacao).

Resolver equacoes simples em C.

Caracterizar dominios planos através de
condicoes na variavel complexa e vice-versa.

Salientar que um niimero complexo na forma trigonométrica
pode ser representado por p.e”?, em que e = cos 8 +isen6,p
€ 0 modulo (p > 0) e 8 o argumento do complexo (argumento
principal se 8 €] — m, ], ou argumento nao negativo minimo se
6 € [0, 2m[).

Realcar a equacao de Euler, e™ + 1 = 0, por envolver os cinco
simbolos mais importantes da matematica (1,0, 7, e, i).

Levar os alunos a verificar que dois nimeros complexos sao
iguais se tiverem o mesmo modulo e o seu argumento diferir em
2km, k € Z.

Fomentar a obtencao de nimeros complexos na forma
trigonométrica resultantes de operacdes entre complexos
(potenciacao e radiciacao), evidenciando a sua interpretacao
geométrica (casos simples).

Propor a identificacao de condicdes na variavel complexa que
representam regides do plano complexo e vice-versa
(circunferéncias, circulos, semirretas, retas e semiplanos).

apreciar ideias,
processos ou
produtos,
construindo
argumentos para
a fundamentacao
das suas opinides

(D)

Trabalha em
equipa e aprende
a considerar
diversas
perspetivas e a
construir
consensos (E)

Trabalha com
recurso a
materiais,
instrumentos,
ferramentas,
maquinas e
equipamentos
tecnologicos,
relacionando
conhecimentos
técnicos e
cientificos (I)
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Pensamento Computacional

Quando se trabalharem algoritmos, convém incentivar habitos de rigor aos alunos e fomentar praticas sistematicas de verificacao e controlo. Sera importante
promover nos alunos a abstracao, incentivando-os a recolher a informacao essencial para a resolucao da tarefa (ou situacao) proposta. Os alunos devem ser
incentivados a identificar os elementos importantes, no processo de criacao do algoritmo, e a estabelecer ordem entre eles. O reconhecimento de padrées na
tarefa (ou situacao) apresentada ou em problemas semelhantes, anteriormente resolvidos, podera contribuir para facilitar a estruturacdo do algoritmo a
desenvolver. Antes de redigir o programa na linguagem Python, convém fazer uma descricao do algoritmo em linguagem natural.

Exemplo de programa em Python para determinacdo das solucées de uma equacdo quadratica na forma candnica:

print ('ax"2+bx+c=0"
a=float (input ('a?")
b=float (input ('b?")
c=float (input('c?'")
delta=b**2-4*a*c
if delta==0:

x1=(-b-(delta) **(1/2))/(2*a)

print ('Solucdo: ',x1)
else:

x1=(-b-(delta)**(1/2))/ (2*a)

x2=(-b+ (delta) ** (1/2))/ (2*a)

print ('Duas solugdes:',x1,' e ',x2)

)
)
)
)

Nota: O programa foi criado em Python IDLE 3.11.0 para computador.

Possiveis aprofundamentos:

Aplicacdes dos nimeros complexos a eletronica e a engenharia (fractais e frequéncias de radio).
Exploracdo computacional do conjunto de Mandelbrot, fazendo uma referéncia a Teoria do Caos.
Exploracao algébrica do conjunto dos quaternides, observacao de que contém C; referir a histéria do aparecimento dos quaternides.

Bibliografia de referéncia
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TEMAS, Topicos e
Subtodpicos
matematicos

OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM: Conhecimentos,
Capacidades e Atitudes que o aluno deve revelar

ACOES ESTRATEGICAS DE ENSINO DO PROFESSOR

Areas de
Competéncia do
Perfil dos Alunos

PROBABILIDADE

Fenomeno
aleatorio

Experiéncia
aleatoria

Espaco de
resultados ou
espaco amostral

Modelo de
probabilidade
Acontecimentos

Unido e intersecao
de acontecimentos

Distinguir entre fenomeno aleatorio e nao aleatorio
(deterministico).

Compreender que as realizacées individuais de um
fenomeno aleatorio sao incertas, mas existe um padrao
genérico de comportamento, recorrendo-se a Teoria da
Probabilidade para construir modelos matematicos que
descrevam a regularidade estatistica observada numa longa
série de repeticoes do fenomeno.

Compreender que:

- A realizacdo de um fendmeno aleatério se da o nome de
experiéncia aleatoria;

- Ao conjunto S de resultados possiveis se da o nome de
espaco de resultados ou espaco amostral;

- Um acontecimento é um subconjunto do espaco de
resultados e que a estes resultados se da o nome de
“resultados favoraveis” a realizacdo do acontecimento;

- A descricao do fenomeno aleatorio é feita através de um
modelo de probabilidade, constituido pelos resultados
possiveis e a probabilidade atribuida a cada resultado.
Relembrar os conceitos: acontecimento certo, impossivel,
elementar e composto; acontecimentos disjuntos ou
mutuamente exclusivos; acontecimentos contrarios ou
complementares; uniao e intersecao de acontecimentos.

Recorrer a situacées em contextos variados, para
sensibilizar os alunos para a existéncia destes
fenomenos, nomeadamente através de exemplos de
fenémenos fisicos, com leis deterministicas
(movimento de um carro; queda de uma maca do alto
de uma torre) e de exemplos de fenomenos que se
podem considerar aleatorios pela dificuldade em
arranjar uma lei fisica para os descrever (nimero de
irmaos de um aluno da escola, escolhido ao acaso; face
do dado que fica virada para cima quando se lanca;
temperatura maxima a observar numa data futura).

Salientar que os modelos de probabilidade sao modelos
matematicos que descrevem os fenomenos aleatorios.

Realcar que para construir um modelo de
probabilidade tem que se recorrer a um processo que
permita atribuir probabilidades aos acontecimentos
elementares.

Probabilidade

Probabilidade
frequencista

Compreender que a carateristica do fenomeno aleatério
permite definir, intuitivamente, a probabilidade de um
acontecimento A, representada por P(A), como sendo o

Iniciar o estudo deste tema com modelos de
probabilidade simples, com espacos de resultados
finitos, nomeadamente os que descrevem os chamados

Compreende,
interpreta e
comunica
utilizando
linguagem
matematica (A)

Recorre a
informacao
disponivel em
fontes
documentais
fisicas e digitais,
avalia, valida e
organiza a
informacao
recolhida (B)

Coloca e analisa
questdes a
investigar,
distinguindo o que
se sabe do que se
pretende
descobrir (C)
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Regras da
probabilidade

Probabilidade da
uniao de
acontecimentos

Regra de Laplace

valor para o qual estabiliza a frequéncia relativa da
realizacdo de A, num grande nimero de repeticbes da
experiéncia aleatoria, nas mesmas condicoes, ou seja, P(A)
€ o valor em que estabiliza "TA, onde n, representa o niUmero

de vezes que se realizou A em n repeticdes da experiéncia
aleatoria.

Reconhecer que as probabilidades associadas aos
acontecimentos elementares tém de ser niUmeros entre 0 e
1 e que a soma total deve ser 1.

Reconhecer que a probabilidade de um acontecimento é
igual a soma das probabilidades dos acontecimentos
elementares constituidos pelos resultados que o compdem.

Utilizar a representacao dos acontecimentos em diagramas
de Venn, para mostrar que, dados dois acontecimentos A e
B quaisquer, P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A N B).

Reconhecer que se admite que os acontecimentos
elementares sdao equiprovaveis quando nao haja a partida
razao para admitir que os resultados do espaco de
resultados nao tenham igual possibilidade de se
verificarem.

Compreender que quando se puder admitir que os
acontecimentos elementares sao equiprovaveis, se pode
utilizar a regra de Laplace para determinar a probabilidade
de um acontecimento A, com o seguinte enunciado:

Numero de resultados favoraveis a A

P(A) =
) Numero de resultados possiveis

“jogos de sorte e azar”. Por exemplo, intuitivamente,
espera-se que ao fim de muitas repeticoées do
lancamento do dado, cada uma das faces saia
aproximadamente 16,6(6)% das vezes. Alguns
acontecimentos, associados com esta experiéncia, sio:
“sair uma face com um n.° de pintas par”, “sair uma
face com um n.° de pintas maior ou igual a 5”, “sair
uma face com um n.° de pintas maior que 6”, etc.

Sugerir a elaboracao de um programa em Python para
simular o lancamento de um dado numerado com n
faces (4, 6, 8, 12, 20).

Propor a resolucao de problemas que envolvam o
calculo de probabilidades recorrendo a regra de
Laplace, evitando o uso excessivo de calculo
combinatorio.

Realcar que uma vez definido o modelo de
probabilidade se pode calcular a probabilidade de

Analisa
criticamente as
conclusdes a que
chega,
reformulando, se
necessario, as
estratégias
adotadas (C)

Usa critérios para
apreciar ideias,
processos ou
produtos,
construindo
argumentos para
a fundamentacao
das suas opinides

(D)

Trabalha em
equipa e aprende
a considerar
diversas
perspetivas e a
construir
consensos (E)
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qualquer acontecimento associado ao fenémeno em

estudo.

Compreende
Alertar os alunos para o facto de que na vida real as processos e
situacdes mais frequentes sdo aquelas em que nao € fenomenos
possivel recorrer a regra de Laplace para calcular a cientificos que

probabilidade de acontecimentos, por exemplo: o tipo | permitam a
sanguineo de uma pessoa escolhida ao acaso, de entre | tomada de

a populacao portuguesa, ou a eficacia de uma vacina. decisao (l)
Probabilidade
condicionada
Definiciao Saber que a probabilidade de um acontecimento A se Conduzir os alunos a reconhecerem que em muitas

realizar, condicionada ou sabendo que o acontecimento B | situacoes em que se pretende calcular a probabilidade
se realizou, com P(B) > 0, se representa por P(A|B) e se de um acontecimento, ja se dispe de alguma

calcula de acordo com a seguinte férmula: informacao sobre o resultado da experiéncia, a qual
Regra do produto P(A|B) = P(ANB) permite.atualizar a atribuicao de probabilidade a esse
P(B) acontecimento.
Reconhecer que a partir da definicao de probabilidade Exemplificar com situagdes intuitivas, como a extracao
condicionada se pode definir a probabilidade simultanea de bolas, de varios tipos, de uma caixa
de dois acontecimentos, chamada regra do produto, sucessivamente, sem reposicao, em que a composicao
P(AnB) =P(A).P(B|A) ou P(AnB) =P(B).P(A|B) da caixa se altera, implicando que a probabilidade de
conforme seja A ou B o acontecimento que esta a se retirar uma bola depende dos tipos de bolas que
condicionar. sairam nas extracdes anteriores
Arvore de Reconhecer a utilidade de arvores de probabilidade para Pedir aos alunos que calculem a probabilidade de
probabilidade organizar a informacao disponivel sobre os acontecimentos | ocorréncia de cadeias simples de acontecimentos,
em cadeia. utilizando arvores de probabilidade, como forma de
organizacao da informacao disponivel.
Tabelas de Reconhecer a utilidade das tabelas de contingéncia para
contingéncia calcular a probabilidade condicionada.
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Acontecimentos

Identificar que os acontecimentos A e B, com P(A) >0 e

Salientar que uma das situacoes mais simples para

independentes P(B) > 0, sao independentes quando a ocorréncia de um compreender intuitivamente o conceito de
deles nao altera a probabilidade da ocorréncia do outro, ou | independéncia de acontecimentos esta ligada a
seja, P(A|B) = P(A) (A independente de B) ou situacao do lancamento de uma moeda. A moeda “nao
P(B|A) = P(B) (B independente de A). tem memoéria” e a probabilidade de sair “face
nacional” no préximo lancamento nao depende do que
Reconhecer que outra definicdo de independéncia consiste | saiu nos langamentos anteriores. Porém, no
em dizer que os acontecimentos A e B sdo independentes | acontecimento “selecionar o nome de dois alunos do
se esd se P(ANB) = P(A) x P(B). As duas definicdes de sexo masculino” de uma turma com 14 rapazes e 16
independéncia sdo equivalentes desde que se exija que raparigas, a probabilidade de selecionar o segundo
P(4) >0e P(B) > 0. rapaz, depende da escolha do primeiro aluno (selecao
sem reposicao).
Promover a resolucao de problemas em que se obtenha
a probabilidade de um certo acontecimento B, quando
sao conhecidas as probabilidades de B condicionadas
aos acontecimentos (44, 4,, ..., A,), mutuamente
exclusivos em que a sua unido € igual ao espaco de
resultados e sao conhecidas as suas probabilidades, nao
nulas, utilizando:
P(B) = P(B|A,) .P(4;) + -+ P(B|Ay) . P(4,)
Modelos de

probabilidade em
espacos finitos

Variaveis
aleatorias
(discretas)

Funcao massa de
probabilidade

Reconhecer que se podem associar nimeros aos resultados
de um fenémeno aleatorio, através de uma funcao
denominada variavel aleatoria (v.a.) e que construir um
modelo de probabilidade para modelar um fenémeno
aleatorio, com espaco de resultados finito, € equivalente a
construir a funcdo massa de probabilidade (f.m.p.) da
variavel aleatéria associada.

Identificar a populacao com a variavel aleatdria associada
e reconhecer que construir a f.m.p. é obter um modelo
para a populacao.

Exemplificar e orientar os alunos na construcao de
modelos de probabilidade simples, nomeadamente o
que descreve o resultado do lancamento de um dado
equilibrado, em que se define a variavel aleatoria X,
que associa a cada face do dado, o seu nimero de
pintas.

Destacar a situacao do lancamento de dois dados em
que se pretende modelar o fenémeno aleatoério que
consiste em observar a soma das pintas dos dois dados
e chamar a atencao para que embora o nimero de
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Reconhecer que a f.m.p. permite calcular a probabilidade | resultados possiveis seja igual a 11, a probabilidade de
de acontecimentos, relacionados com a realizacao do

~ . 1
, cada um nao & —.
fenomeno modelado. 11

Valor médio e Reconhecer que dois dos parametros, caracteristicas Propor o cal\cm;lo do valor medio e do desvio padréo,
desvio padrao numéricas da populacao, mais importantes sao o valor recorrendo a f.m.p. em exemplos como o do _
populacional médio (média populacional) e o desvio padrao lancamento do dado e de outros modelos, como seja, a

populacional, e saber que estes parametros se representam | €Xtracao de bolas de um saco com e sem reposicao.

pelas letras gregas u (miu) e o (sigma), respetivamente.

Salientar que a formula utilizada para calcular o valor
médio é semelhante a formula utilizada para calcular a
média com os dados discretos agrupados em tabelas de
frequéncias relativas, destacando a interpretacdo
frequencista da probabilidade, em que as frequéncias
relativas sao interpretadas como probabilidades.

Compreender o paralelismo entre valor médio u e a média
X e também, de modo idéntico, para o desvio padrao
populacional ¢ e desvio padrao (amostral) s, e outras
medidas calculadas para a populacao e para a amostra.

Calcular o valor médio e o desvio-padrao populacional de

uma variavel aleatoria de suporte finito, a partir da f.m.p. . . - .. .
Orientar na interpretacao do valor médio, utilizando

exemplos associados a jogos.

Modelo Normal Reconhecer o modelo ou distribuicao Normal, de suporte Salientar que é necessario alargar o conceito de
continuo, como um dos modelos de probabilidade mais modelo de probabilidade a situacées onde o espaco
importantes para a modelacao de fendomenos aleatorios. amostral ndo seja finito, como por exemplo, o “n.° de

Propriedades carros que passam numa determinada portagem das 8h
Identificar que as curvas que representam esta familia de as 9h”, em que se considera como suporte do modelo
modelos sao simétricas, com o aspeto de um sino, e que os nUmeros naturais, ou o comprimento do salto de um
cada distribuicao Normal fica definida através dos atleta, em que o suporte da variavel comprimento é
parametros valor médio u e desvio padrao o. R*.

Saber que o valor médio determina o eixo de simetria da Destacar que o modelo Normal é, dos modelos
distribuicdo e que a distancia entre o valor médio e as continuos, o mais conhecido para estudar variaveis
abcissas dos pontos de mudanca de curvatura ¢ igual ao aleatorias de suporte continuo, como, por exemplo, a
desvio padrao. “altura” ou o “peso” de um individuo adulto.
Calcular probabilidades com base nesta familia de Salientar que varios cientistas, ao trabalharem com
modelos. dados, obtinham histogramas cuja populacao poderia

ser modelada por um modelo Normal. Este modelo é a
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base de muitos dos processos de inferéncia estatistica
classica.

Salientar a curva em forma de “sino” como
representativa do modelo Normal, bem como o
significado nessa curva dos valores da probabilidade
associados a intervalos.

Utilizar a tecnologia para calcular probabilidades, com
base no modelo Normal, associadas a quaisquer
intervalos.

Pensamento Computacional

Exemplo de programa em Python para simular lancamentos de 1 dado clbico, numerado de 1 a 6, e o registo das frequéncias relativas referentes a saida de cada
face:

import random
n=int (input ("Quantos lancamentos queres simular?"))
f=[0 for k in range(6)]
for i in range(n):
r=random.randint (1, 6)
flr-1]1=f[r-1]1+1

for k in range (6):
print ("Freq. relativa da saida da face",k+1,"=",f[k]/n)

Nota: O programa foi criado em Python IDLE 3.11.0 para computador.

Como possiveis alteracdes a este programa sugere-se a variacdo do numero de faces.

PAG. 22



APRENDIZAGENS ESSENCIAIS | ARTICULACAO COM O PERFIL DOS ALUNOS 12.° ANO | SECUNDARIO | Matemética A

Possiveis aprofundamentos

Estudar alguns modelos de probabilidade discretos, tais como o Uniforme em n pontos, o Binomial(n,p) e o Poisson(A), assim como os modelos continuos, o
Uniforme no intervalo [a, b] e 0 Exponencial(A).

Explorar a utilizacao da tecnologia para simular determinados acontecimentos e utilizar a aproximacao frequencista da probabilidade para estimar a
probabilidade desses acontecimentos.

Explorar o problema das trés portas (Monty Hall).

Bibliografia de referéncia

ALEA - Nocbes de Probabilidade. Obtido de https://www.alea.pt/index.php?option=com_content&view=article&id=132&ltemid=1204&lang=pt
COMAP (2016). FOR ALL PRACTICAL PURPOSES - Mathematical Literacy in Today’s World. New York: W. H. Freeman and Company.

Graca Martins, M. E. (2005). Introducdo a Probabilidade e a Estatistica, com complementos de Excel. Sociedade Portuguesa de Estatistica.
Graca Martins, M. E., e Cerveira, A. (1998). Introducdo as Probabilidades e a Estatistica. Universidade Aberta.

Graca Martins, M. E. et al. (1999). Probabilidades e Combinatoéria. Ministério da Educacao/Departamento do Ensino Secundario.

Moore, D. (2019). STATISTICS Concepts and controversies. New York: W.H.Freeman and Company.
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TEMAS, Topicos e
Subtodpicos
matematicos

OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM:
Conhecimentos, Capacidades e Atitudes
que o aluno deve revelar

ACOES ESTRATEGICAS DE ENSINO DO PROFESSOR

Areas de
Competéncia do
Perfil dos Alunos

FUNCOES

Funcao
exponencial

Identificar funcao exponencial, como funcao
do tipo f(x) = a*, a € R* que verifica as
propriedades:

a® =1, 1* = 1,a*a” = a**¥, a*b* = (ab)*,

1 a* a* a\*
- _1 a _ x-y a _ (a X\Y — XY
a _axray_a be_(b)l(a) =a ’

a,b eRY, x,y R

Identificar, em funcdes do tipo
f(x)=b.a*°+d,a € Rt c,d eRebeR\{0},
dominio, contradominio, coordenadas dos
pontos de intersecao com os eixos
coordenados, monotonia e comportamento
quando x tende para mais infinito e menos
infinito.

Resolver, graficamente, equacoes envolvendo
funcdes exponenciais em contexto de
resolucao de problemas.

Retomar o estudo das regras operatorias das poténcias feito no
ensino basico.

Apresentar a funcao exponencial num contexto de resolucao de
problemas de crescimento e decrescimento exponencial, como por
exemplo o crescimento de bactérias, o arrefecimento de um café
e o0 decaimento radioativo.

Promover a resolucao grafica de equacoes envolvendo funcoes
exponenciais.

Propor a resolucao de problemas de modelacao que envolvam a
funcdo exponencial, como por exemplo o calculo da taxa de juro
anual nominal, ou que envolvam a funcao logistica, por exemplo o
crescimento de uma populacao limitado pela capacidade de carga
do meio.

Funcao inversa

Conhecer as raizes de indice natural,
nomeadamente, a radiciacao de indice natural
como inversa da potenciacao de expoente
natural.

Retomar o conceito de raizes quadradas e cUbicas desenvolvido no
ensino basico.

Mencionar a relacao entre as poténcias de expoente fracionario e

p
as raizes de indice natural: a7 = Ya?,a >0,geNep € Z,

Compreende,
interpreta e
comunica
utilizando
linguagem
matematica (A)

Recorre a
informacao
disponivel em
fontes documentais
fisicas e digitais,
avalia, valida e
organiza a
informacao
recolhida (B)

Analisa
criticamente as
conclusoes a que
chega,
reformulando, se
necessario, as
estratégias
adotadas (C)
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Identificar funcdes invertiveis e nao
invertiveis, nomeadamente recorrendo aos
graficos das funcdes e ao “teste da reta
horizontal” e a sua formulacao algébrica, em
casos simples.

Estabelecer as relacoes entre o dominio e o
contradominio de funcdes inversas, bem como
a simetria das respetivas representacoes
graficas, relativamente a bissetriz dos
quadrantes impares.

Estudar a funcdo quadratica como exemplo de funcdo nao
invertivel no seu dominio.

Propor a formulacao algébrica do “teste da reta horizontal” para
identificar funcdes inversas, ou restricdes do dominio onde a
funcao é invertivel.

Promover a utilizacao da tecnologia para estudar funcoes
invertiveis e comparar graficos de funcoées com os das suas
inversas. Por exemplo, determinar a imagem pela reflexao em
relacdo a reta y = x de funcdes diversas (polinomiais, racionais e
exponenciais), em casos simples, e encontrar a expressao
algébrica das funcoes obtidas, caso existam.

Funcao
logaritmica

Identificar a funcédo logaritmica como a
inversa da funcao exponencial com a mesma
base.

Estudar intuitivamente, com recurso a
tecnologia, o comportamento de funcées com
logaritmos.

Conhecer e aplicar as propriedades e regras
operatorias dos logaritmos, em casos simples,
e em contexto de resolucao de problemas e de
modelacao.

Resolver equacdes, envolvendo funcoes
exponenciais e funcdes logaritmicas, em
contexto de resolucao de problemas, tanto
analiticamente como graficamente.

Propor a exploracao de modelos exponenciais e conduzir os alunos
na identificacao da relacao inversa.

Promover a utilizacdo das propriedades e regras operatorias dos
logaritmos, incluindo a formula da mudanca de base.

Referir as escalas logaritmicas na medicao de certas grandezas,
como por exemplo o pH de uma solucao, a magnitude do som em
decibéis, ou a escala logaritmica usada na medicao da acuidade
visual.

Promover a resolucao de problemas e a modelacao, com
tecnologia ou analiticamente, que envolvam a funcao exponencial
e a funcao logaritmica.

Funcao composta

Conhecer e aplicar a funcao composta, em
casos simples, analisando o seu dominio.

Recorrer a exemplos simples para estudar casos de funcdes
compostas em que se evidencie eventuais alteracdes aos seus
dominios.

Desenvolve ideias e
projetos criativos
com sentido no
contexto a que
dizem respeito, e
testa e decide
sobre a sua
exequibilidade (D)

Trabalha em
equipa e aprende a
considerar diversas
perspetivas e a
construir consensos

(B)

Trabalha com
recurso a
materiais,
instrumentos,
ferramentas,
maquinas e
equipamentos
tecnologicos,
relacionando
conhecimentos
técnicos e
cientificos (I)

PAG.

25



APRENDIZAGENS ESSENCIAIS | ARTICULACAO COM O PERFIL DOS ALUNOS

12.° ANO | SECUNDARIO | Matematica A

Derivadas

Derivada da funcao
exponencial de
base e

Derivada da funcao
Logaritmica de
base e

Regras de
derivacao

Identificar o nimero e (nUmero de Euler)
como a Unica base da funcao exponencial em
que o seu grafico coincide com o grafico da
respetiva funcao derivada.

Conhecer a derivada da funcao f(x) = e”*.

Identificar g(x) = In x como a funcao inversa
de f(x) = e”*

Saber relacionar geometricamente a derivada
da funcao logaritmica com a derivada da fungao
exponencial, tendo por base a simetria das
retas tangentes aos graficos em pontos
simétricos, relativamente a bissetriz dos
quadrantes impares.

Conhecer a derivada da funcao g(x) = lnx

Conhecer o teorema da derivada da funcao
composta (Regra da Cadeia).

Conhecer as regras de derivacao para funcoes
do tipo:

e f(x) =x%(comareal e x> 0);

e f(x)=a* (coma>0ea=+1);

e f(x) =logyx (coma>0,a*1ex>0)

» f(x) =sen(x), f(x) = cos(x) e f(x) = tg(x)

Promover a utilizacao da tecnologia para representar funcdes da
familia f(x) = a¥, a € [2,3] e respectivas derivadas (calculadas
usando funcodes especificas da tecnologia para derivadas ou
tangentes ao grafico) e verificar que s6 existe um valor de a para
o qual a funcao e a sua derivada coincidem.

Fazer referéncia ao trabalho pioneiro de Euler, o primeiro a
estudar de forma sistematica o nUmero e, que provou ser
irracional.

Ilustrar a determinacao da derivada de

g(x) =Inx, através da construcdao seguinte, usando tecnologia
grafica:

1. Construir a representacado grafica de f(x) = e* e, por meio de
uma simetria relativa a bissetriz dos quadrantes impares, obter o
grafico da funcéo g(x) = In x;

2. Marcar um ponto de coordenadas (x,g(x)) e o seu simétrico
relativamente a reta y = x;

3. Tracar a reta tangente ao grafico de g em (x,g(x)) e, por
simetria, tracar a tangente ao grafico de f em (g(x), x);

4. Verificar que o produto dos declives das retas tangentes € igual
a 1, qualquer que seja x;

5. Observar que o declive da tangente ao grafico de f em (g(x),x)
é x, porque (e*)’ = e*;

6. Concluir que o declive da tangente ao grafico de g em

(x,g(x)) é %, ouseja (lnx) = i

Dar a conhecer e promover a utilizacao das regras de derivacao,
sem demonstrar, das funcoes f(x)=x%, f(x) = a*, f(x) = log, x e de
funcbes trigonométricas.

Promover a aplicacao do teorema da derivada da funcao
composta, generalizando as formulas de derivacao conhecidas.
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Problemas de
otimizacao

Segunda derivada

Concavidades e
pontos de inflexao

Determinar derivadas envolvendo operacoes
com as funcoes estudadas anteriormente, em
casos simples.

Resolver problemas de otimizacao tendo por
base funcdes derivaveis.

Determinar a segunda derivada de funcdes
polinomiais, racionais, exponenciais,
logaritmicas e trigonométricas.

Relacionar o sinal e os zeros da segunda
derivada com o sentido das concavidades e
pontos de inflexdo do grafico de uma funcao.

Promover a resolucao de problemas de otimizacao envolvendo
funcbes derivaveis ja estudadas, num contexto de modelacao
matematica.

Propor o calculo da segunda derivada de funcoes.

S6 estao incluidas nestas Aprendizagens Essenciais situacdes de
calculo algébrico da segunda derivada de funcées cujo grau de
dificuldade nao ultrapasse o dos seguintes exemplos:
fx)=x*—4x3+7,g(x) =x%Inx e h(x) = e;
Promover o estudo de funcoes, incluindo o sentido das
concavidades e os pontos de inflexao em intervalos onde as
funcdes tém segunda derivada.

Nos problemas de otimizacao e no calculo de pontos de inflexao
do grafico de uma funcao é proposto que o trabalho com os alunos
se restrinja a funcoes polinomiais, racionais, exponenciais e
logaritmicas e operacdes entre estas.

Funcoes
continuas e
derivaveis

Continuidade

Reconhecer uma funcdo continua num ponto
do seu dominio como uma funcdo que admite
limite nesse ponto igual a sua imagem.

Identificar se uma funcao € continua num
intervalo aberto, em casos simples, tendo
como apoio o conhecimento de uma lista de
funcdes continuas e respetivas operacoes.

Retomar a utilizacao da nocao intuitiva e informal de limite num
ponto, no estudo da continuidade.

Dar a conhecer aos alunos a seguinte lista de funcdes continuas:

- Funcoes polinomiais;

- Funcdes exponenciais e logaritmicas;

- Funcoes trigonométricas.

Incluir nesta lista as funcdes obtidas a partir de funcdes continuas,
através das operacoes:

- Soma, diferenca, produto e quociente de funcdes continuas;

- Composicado de funcées continuas.
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Alertar para a existéncia de outras funcdes continuas nao
contempladas na lista anterior.

Alertar para a existéncia de funcdes descontinuas num intervalo
aberto. Analisar alguns modelos de funcdes descontinuas como por
exemplo: tarifarios de estacionamento, escaldes do IRS, a forca
exercida pelo propulsor de um foguete ap6s o seu lancamento.

Informar os alunos das propriedades operatérias dos limites
(adicao, subtracao, multiplicacao e divisao).

Regra de L’Hopital | Estudar o limite de funcdes que conduzem a Promover o estudo de indeterminacdes para comparar magnitudes
de funcdes quando a variavel independente se aproxima de um

. . ~ . 0 o .
indeterminacdes do tipo — e —, aplicando a res NP
0 o ponto especifico ou do infinito.

Regra de L’Hopital, usando limites notaveis ou

técnicas de calculo simples. Alertar os alunos para as condicées em que nao é possivel aplicar a
Regra de L’Hopital e para os casos em que nao é aconselhavel o
seu uso.

Propor a construcao de uma tabela de limites notaveis, recorrendo

a regra de L'Hopital, nomeadamente:
Lim&=t = 1; Lim MO — 1 g S0 -
x->0 X ! x-0 X ! x-0 X

. logg.x o a

lim =0; lim — =400 (a>1epeN)

x-+0o X xX—+o0 X

1;

Assintotas Determinar analiticamente as equacdes das Propor aos alunos a determinacao das assintotas verticais e nao
assintotas, verticais e nao verticais, ao grafico | verticais ao grafico de uma funcao.

de uma funcao.
Sé estao incluidas nestas Aprendizagens Essenciais situacoes de
calculo algébrico das equacdes das assintotas do grafico de
funcdes cujo grau de dificuldade nao ultrapasse o dos seguintes

exemplos:
x3-1 eX
fO)=55 9@ =2 e h(x) =x+Inx

PAG. 28



APRENDIZAGENS ESSENCIAIS | ARTICULACAO COM O PERFIL DOS ALUNOS

12.° ANO | SECUNDARIO | Matematica A

Estudo de funcoes

Resolver problemas, envolvendo o estudo de
funcoes, complementando o uso da tecnologia
com o estudo analitico.

Incentivar o estudo das funcées, combinando as ferramentas
analiticas com a tecnologia grafica, identificando na
representacao grafica obtida as caracteristicas resultantes de
processos analiticos.

Proporcionar oportunidades para compreender que as
representacoes graficas apresentadas pela tecnologia podem, por
vezes, nao corresponder com rigor ao grafico da funcao em
estudo.

No estudo de funcdes, nestas Aprendizagens Essenciais, so esta
incluido o trabalho com funcées polinomiais, racionais,
exponenciais e logaritmicas e operacoes entre estas.

Resolucao
aproximada de
equacoes

Teorema dos
valores
intermédios
(Bolzano-Cauchy)

Método da

Bissecao

Método de
Newton-Raphson

Conhecer o teorema dos valores intermédios
(Bolzano-Cauchy).

Conhecer e aplicar o método da Bissecao.

Conhecer e aplicar o método de Newton-
Raphson.

Considerar o teorema dos valores intermédios para funcoes
continuas em intervalos abertos que contenham o intervalo
fechado onde se estudam os valores intermédios.

Apresentar como objetivo a resolucao por métodos aproximados
de qualquer equacao, tendo em conta que existem muitas
situacdes em que nao é possivel obter uma solucdo expressa em
termos das fungodes ja estudadas.

Promover o uso sistematico da tecnologia na aplicacao dos
diferentes métodos considerados para a obtencao aproximada de
solucdes de equacoes.

Propor a elaboracao de programas em Python para implementar os
métodos de Newton-Raphson e da Bissecao.

Ilustrar a partir de um exemplo concreto a interpretacao
geométrica do método de Newton-Raphson.
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Pensamento Computacional

0 método da Bissecao € analogo ao método de pesquisa binaria numa lista ordenada e, entre os métodos de secao do intervalo, é o que, em geral, produz
melhores estimativas para igual numero de avaliagdes da funcao.

Exemplo de programa Python para calcular a aproximacao de uma raiz num determinado intervalo através do método da Bissecao.

def bissecao(f,a,b,erro):
if f(a)*f(b) > O:
print ("A fungdo tem imagens com o mesmo sinal nos extremos deste intervalo")
exit (0)
while b-a > 2*erro:
c = (atb)/2
if f(a)*f(c) < 0:
b =c
elif f(a)*f(c) > 0:
a =_c
else:
return c #chamada no caso em que f(c)=0
return c

def f(x):
return xX**3-5*x**242%x-3

print (bissecao(£,0,5,0.000001))
Nota: O programa foi criado em Python IDLE 3.11.0 para computador.
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No programa anterior, a funcao f é varias vezes calculada nos mesmos pontos. Uma alternativa que evita repetir os calculos pode ser construida usando variaveis
para armazenar resultados intermédios, como apresentado no programa seguinte:

def bissecao(f,a,b,erro):
fa = f(a)
fb = £ (b)
if fa*fb > O:
print ("A funcgdo tem imagens com o mesmo sinal nos extremos deste intervalo")
exit (0)
while b-a > 2*erro:
c = (at+b)/2
fc = f(c)
if fa*fc < 0:
b, fb = ¢, fc
elif fa*fc > 0:
a, fa = ¢, fc
else:
return c
return c

def f(x):
return X**3-5*x**242*x-3

print (bissecao(£,0,5,0.000001))
Nota: O programa foi criado em Python IDLE 3.11.0 para computador.

Possiveis aprofundamentos

Usar as derivadas das funcdes exponencial e logaritmica em conjunto com o teorema da derivacao da funcao composta para deduzir a expressao geral da derivada
de x%, com a € R e de f(x)9™), em que f(x) > 0.

Referir o método babilénico para calcular raizes quadradas aproximadas (método de Herdo) e verificar que se trata do método de Newton-Raphson com a funcao
f(x)=x?2-—a, a>0.

= n\" . - , . . s = ,
Explorar a sucessao de termo geral (1 + ;) relacionando o seu limite com o numero e, a partir de exemplos de juros compostos, de capitalizacao continua.
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TEMAS, Topicos e | OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM: Conhecimentos, ACOES ESTRATEGICAS DE ENSINO DO PROFESSOR Areas de
Subtodpicos Capacidades e Atitudes que o aluno deve revelar Competéncia
matematicos do Perfil dos
Alunos

As Aprendizagens Essenciais de Matematica A do 12.° ano integram ainda trés temas opcionais, para que apenas um deles seja trabalhado
em cada escola, ou mesmo em cada turma. Para esta selecao os professores terao em conta o perfil e os interesses dos alunos e os
recursos a que sera possivel ter acesso. Os trés temas sao: Introducao a Inferéncia Estatistica; Primitivas Imediatas e Integrais Definidos; e
Matrizes. Apresenta-se uma breve justificacao do interesse de cada tema em apreco, para auxiliar a escolha dos professores.

A escolha da Introducao a Inferéncia Estatistica visa atingir um dos objetivos prioritarios da matematica escolar, que ¢ o da educacéo para
a cidadania. Esta educacao subentende uma melhor compreensao do mundo que nos rodeia, pelo que é importante dotar os jovens das
ferramentas necessarias para mais rapidamente, e em melhores condicdes, responderem as inimeras solicitacoes e tomarem decisoes
informadas sobre questoes relevantes do mundo real em que se integram. Com este tema, pretende-se evidenciar a grande potencialidade
da Estatistica, pois estudar-se-a como se podem tirar conclusbes para uma populacao, partindo do estudo de alguns elementos dessa
populacao e, ao mesmo tempo, quantificar o erro cometido ao tomar decisdes. Aqui, sera dado relevo ao papel desempenhado pela
Probabilidade, ja que sera o instrumento apropriado para quantificar o erro cometido ao tomar as decisoes quando se faz inferéncia. O
estudo de exemplos simples permitira mostrar como se pode fechar o ciclo de um procedimento estatistico, que se inicia com o
planeamento da experiéncia e uma consequente recolha de dados, com o objetivo final de uma tomada de decisées.

No tema Primitivas Imediatas e Integrais Definidos o trabalho concentra-se na resolucdo de um problema basico: o calculo da area da
figura definida pelo grafico de uma funcao continua num intervalo e pelo eixo das abcissas. Note-se que a possibilidade do calculo de areas
€ muito aumentada neste tema relativamente ao que os alunos estudaram anteriormente, pois até aqui, foram trabalhadas apenas areas
limitadas por poligonos ou a area de um circulo, podendo agora calcular uma multiplicidade de areas de figuras, desde que seja possivel
defini-las a partir de funcdes continuas. O calculo integral € um método poderoso para resolver problemas em contextos tao diversos como
o calculo de areas e volumes, o calculo do comprimento de curvas, o calculo da pressdo exercida por liquidos, a determinacao de
probabilidades em modelos continuos, o calculo de centros de gravidade de figuras irregulares e a determinacdo do valor médio de uma
funcdo continua num dado intervalo, entre outros.

As Matrizes sao uma das ferramentas mais poderosas inventadas pelo espirito humano, apesar de datarem apenas do século XIX. Uma
matriz é algo tao simples como uma tabela de numeros sobre as quais é possivel definir operacoes simples que se revelam muito eficazes.
As matrizes fornecem o enquadramento necessario para a resolucdo de sistemas de milhares de equacdes com milhares de incognitas,
essenciais por exemplo no bom desenrolar das viagens espaciais. Também sao fundamentais em areas como o estudo de redes e a ciéncia
dos dados e sdao uma ferramenta basica das atuais tecnologias do cinema de animacao, pois sdo 0 modo como sédo representadas as
transformacoes geométricas que definem o movimento dos objetos e personagens. Conhecer matrizes é entrar num mundo novo que
originou ferramentas que todas as tecnologias digitais hoje utilizam profusamente.
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Introducao a
inferéncia
estatistica

Raciocinio indutivo
ou inferencial

Parametro e
estatistica

Estimador e
estimativa

Amostras aleatorias

Compreender que o raciocinio indutivo ou inferencial se
utiliza quando se pretende estudar uma populacao,
analisando sé alguns elementos dessa populacéo, ou
seja uma amostra, e que a partir das propriedades
verificadas na amostra, se inferem propriedades para a
populacao.

Conhecer que parametro € uma carateristica numérica
da populacao e que estatistica € uma carateristica
numérica da amostra.

Compreender que um dos objetivos pretendidos ao
recolher uma amostra da populagao, que se pretende
estudar, é tirar conclusdes sobre os parametros dessa
populacao, considerando-se funcées adequadas,
estatisticas, que s dependem dos elementos da
amostra.

Saber que a estatistica utilizada para estimar um
parametro também se da o nome de estimador e que ao
valor do estimador para uma determinada amostra
também se chama estimativa.

Compreender que é necessario recolher uma amostra
aleatoria, quando se pretende utiliza-la para retirar
conclusoes para a populacao subjacente, pois so assim
sera possivel utilizar a probabilidade para quantificar o
erro cometido ao inferir para a populacao, os resultados
ai verificados.

Recorrer a contextos variados, que levem os alunos a
tomar consciéncia de situacoes aleatdrias, em que €
necessario tomar decisdes sobre populagdes, a partir de
alguma informacao recolhida dessas populacoes, na
forma de dados.

Orientar os alunos na leitura da ficha técnica que
acompanha o resultado de uma sondagem, alertando que
a tomada de decisées tem um erro associado, que vai ser
contabilizado em termos de probabilidade.

Salientar que o parametro é uma carateristica numérica
da populacao, (normalmente desconhecida) enquanto a
estatistica & uma carateristica numérica da amostra (que
se pode calcular). Exemplificar situacoes, como por
exemplo, a média das alturas de todos os portugueses
adultos, que é um parametro, enquanto a média das
alturas de uma amostra € uma estatistica, ou a proporcao
de eleitores decididos a votar em determinado candidato
presidencial, que é um parametro, e a proporcao de
eleitores, que numa amostra, disseram ir votar nesse
candidato, € uma estatistica.

Chamar a atencao dos alunos que o termo estatistica se
utiliza tanto para referir uma funcao das amostras, o
estimador (X) como o valor observado dessa funcao para
uma determinada amostra que tenha sido selecionada, a
estimativa (x).

Orientar os alunos na recolha de uma amostra,
necessariamente aleatoria, quando se pretende utiliza-la
para estimar um parametro. Realcar que o valor do
estimador depende da amostra considerada, podendo-se
obter tantas estimativas diferentes, quantas as amostras

Compreende,
interpreta e
comunica
utilizando
linguagem
matematica (A)

Recorre a
informacao
disponivel em
fontes
documentais
fisicas e digitais,
avalia, valida e
organiza a
informacao
recolhida (B)

Analisa
criticamente as
conclusdes a que
chega,
reformulando, se
necessario, as
estratégias
adotadas (C)
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Distribuicao de
amostragem de uma
estatistica

Distribuicao de
amostragem da
média

Teorema Limite

Central (TLC)

Compreender que os processos de selecao da amostra
podem ser sem reposicao ou com reposicao.

Compreender que o processo da selecao da amostra € o
primeiro passo importante para uma inferéncia
estatistica eficiente.

Compreender que para averiguar da eficacia de um
estimador para estimar um parametro, é necessario
conhecer a sua distribuicao de amostragem, ou seja, a
distribuicao dos valores obtidos pelo estimador, quando
se consideram todas as amostras possiveis (da mesma
dimensao), utilizando um determinado esquema de
amostragem.

Compreender que a distribuicao de amostragem de um
estimador depende da dimensao das amostras
consideradas e apresentara tanto menor variabilidade,
quanto maior for a dimensao das amostras.

Compreender a utilizacao do Teorema Limite Central
(TLC) na obtencao da distribuicao de amostragem da
média, quando se consideram amostras aleatorias de
dimensao suficientemente grande, legitimando a
utilizacdo do modelo Normal e a utilizacdo da média
como estimador do valor médio u.

consideradas, da mesma dimensao, sendo esta
variabilidade inerente a aleatoriedade da escolha da
amostra.

Exemplificar a construcao da distribuicao de amostragem
do estimador da proporcao de homens numa populacao
constituida por 3 mulheres e 2 homens, recolhendo
amostras de dimensao 2.

Conduzir, dada uma certa populacéo, a obtencao da
distribuicao de amostragem da média, quando se
pretende estimar o valor médio dessa populacéao,
utilizando a tecnologia grafica para simular a recolha de
amostras de determinada dimensao.

Chamar a atencao dos alunos para a existéncia de duas
formulas para calcular o desvio-padrao amostral, obtido a
partir das formulas para a variancia amostral:

= —2?21()(1'—)_()2 §'2 = T, (Xi—X%)?
n-1 n

52

e explicar que a razdo da utilizacdo da primeira, é ser a
que fornece melhores estimativas quando se esta a
estimar o desvio-padrao populacional o.

Salientar que obter a distribuicao de amostragem da
média seria uma tarefa, a maior parte das vezes,
impossivel, pois teria de se calcular o valor da média
para todas as amostras aleatorias de determinada
dimensao, de populacdes de grandes dimensoes ou
eventualmente infinitas. Esta situacao é resolvida pelo
TLC, segundo o qual o modelo Normal é uma aproximacao
para a sua distribuicao de amostragem,
independentemente da forma da distribuicao da
populacao subjacente.

Usa modelos para
explicar um
determinado
sistema, para
estudar os
efeitos das
variaveis e para
fazer previsoes
do
comportamento
do sistema em
estudo (C)

Usa critérios para
apreciar ideias,
processos ou
produtos,
construindo
argumentos para
a fundamentacao
das suas opinioes
(D)

Trabalha em
equipa e aprende
a considerar
diversas
perspetivas e a
construir
consensos (E)
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Estimativas pontuais
e estimativas
intervalares

Intervalo de
confianca, para o
valor médio, com
uma confianca de
95%

Intervalo de
confianca, para o
valor médio, com
outros niveis de
confianca de
100(1 — @)%

Margem de erro

Reconhecer as limitacoes das estimativas pontuais, na
medida em que, devido a variabilidade amostral,
podem apresentar tantos valores diferentes quantas as
amostras utilizadas para as obter.

Utilizar o modelo Normal como aproximacao da
distribuicdo de amostragem do estimador média, para
estimar o valor médio u, desconhecido, de uma
populacao com desvio padrao o, para obter a seguinte
probabilidade

P(X—1,96xisus;?+1,96xi> = 0,95
n Vn
e chamar ao intervalo

_ g _ o

[x =196 X 7= % +1,96 x \/_Z]

um intervalo de 95% de confianca para p, em que se
substitui o parametro 6, quando desconhecido, pelo
desvio-padrao amostral.

Reconhecer a formula geral para o intervalo de
confianca, com uma confianca de 100(1 — a)%,

— 0- —_
[x —Zyqp2 X=X+ Z1_q/2 X

7
Vn Vn

Exemplificar a recolha de varias amostras aleatorias, da
mesma dimensao, calculando o valor da média para cada
uma delas e explorar esta situacao, chamando a atencao
para a impossibilidade de saber qual das estimativas se
deve utilizar, para estimar o parametro valor médio,
desconhecido, da populacdo subjacente as amostras
consideradas.

Explorar o significado de intervalo aleatorio, cuja leitura
correta deve ser real¢ada, tendo em consideracao que o
aleatorio esta nos limites do intervalo, pelo que se deve
ler “a probabilidade do intervalo conter u, é 95%” e nao
“a probabilidade de u estar contido”.

Realcar o significado da confianca de 95%. Sugerir que
essa confianca pode ser entendida do seguinte modo: se
recolhéssemos 100 amostras e se calculassemos para cada
uma delas o intervalo

o g
[;z —1.96 X = % + 1,96 X —]

Vn Vn

esperar-se-ia que aproximadamente 95 dos intervalos
contivessem o valor médio; como, na pratica, so se
recolhe uma amostra, so se calcula um intervalo, ndo se
sabendo se € um dos que contém ou nao u.

Propor a elaboracao de um programa em Python que
calcule o intervalo de 95% de confianca para o valor
meédio.

Explorar a relacao entre a margem de erro, a confianca e
a dimensao da amostra a recolher, para construir a
estimativa intervalar.

Compreende
processos e
fendmenos
cientificos que
permitam a
tomada de
decisao (I)

Trabalha com
recurso a
materiais,
instrumentos,
ferramentas,
maquinas e
equipamentos
tecnologicos,
relacionando
conhecimentos
técnicos e
cientificos (I)
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Intervalo de
confianca para a
proporcao
(populacional) p

onde z;,_,/, € o percentil de probabilidade
100(1 — a/2)% e saber que a margem de erro é igual a
metade da amplitude do intervalo.

Reconhecer que a proporcéo (populacional) p, € um
caso particular do valor médio de uma populacao
constituida por uns e zeros, conforme a carateristica
que se esta a estudar esta ou nao presente na
populacao e que o estimador que se utiliza é a
proporcao amostral, que se representa por P.

Saber fazer uma leitura adequada da informacao
veiculada pela comunicacao social quando apresentam
resultados de sondagens, na forma de intervalos de
confianca.

Orientar os alunos na obtencao do intervalo de confianca
para a proporcao p, admitindo que o modelo de
probabilidade para a populacédo X é

X 1 0 Valor médiode X =p

Probabilidade | p| 1 —p | Varianciade X = p(1 —p)

Primitivas
imediatas e
Integrais definidos

Areas de figuras
definidas por
graficos de funcoes

Teorema
Fundamental do
Calculo Integral

Conhecer o processo de primitivacao (antiderivacao)
como processo inverso da derivacao.

Reconhecer o integral definido de uma funcao positiva
como a area de uma regiao compreendida entre o
grafico da fungcdo num intervalo e o eixo das abcissas.

Conhecer e aplicar o Teorema Fundamental do Calculo
Integral e a Formula de Barrow para calcular integrais
definidos.

Calcular areas de figuras definidas por funcoes
continuas e positivas usando a Formula de Barrow.

Promover o calculo de primitivas (antiderivadas) tendo
por base o conhecimento das derivadas de funcdes
elementares ja estudadas.

Discutir a relacao entre o valor da area abaixo do grafico
de uma funcao continua e positiva e a sua primitiva, para
introduzir o Teorema Fundamental do Calculo Integral.

Propor a determinacao de areas limitadas por graficos de
funcdes continuas e positivas nos casos em que se
conhece a primitiva.

Propor a elaboracao de um programa em Python para
aproximar o valor de um integral.

PAG. 37



12.° ANO | SECUNDARIO | Matematica A

APRENDIZAGENS ESSENCIAIS | ARTICULACAO COM O PERFIL DOS ALUNOS

Propriedades das

Provar e aplicar as seguintes propriedades das

Conduzir os alunos a formulacao das propriedades das

primitivas primitivas (antiderivadas):
_ _ primitivas (antiderivadas) tendo por base o conhecimento
P(kf)=kP(f) e P(f+g)=P(f)+P(9) das propriedades das derivadas.
generalizadas aos integrais.
Propor a construcao de uma tabela de primitivas a partir
Construir uma tabela de primitivas simples, envolvendo | da definicao de primitiva, como por exemplo a seguinte:
~ . T |
funcoes polinomiais, —, e*, sen(x) e cos(x). — ——
x Funcao Primitiva
Usar exclusivamente primitivas de combinacoes lineares k kx+C
das funcoes da tabela referida anteriormente. —
x
x" +Cn#-1
n+1
e* e*+C
1
— In|lx| + C
X
sen(x) —cos (x) +C
cos (x) sen(x) +C
Matrizes

Conceito de matriz

Identificar matrizes e operacées com matrizes em
situacdes concretas.

Entender o conceito de matriz e conhecer alguns casos
particulares, nomeadamente matriz retangular, matriz
quadrada, matriz linha, matriz coluna, matriz diagonal
e matriz identidade.

Recorrendo a exemplos de situacdes reais, conduzir a
nocao de matriz de nimeros reais, a partir da
representacao em tabela ou esquemas (por exemplo, em
problemas econémicos, de composicao de misturas, de
ligacbes ferroviarias ou rodoviarias entre cidades, etc.).

Incentivar a atribuicao de significado a um elemento
especifico da matriz, no contexto da situacao que esta
representa.

Propor a identificacao e construcao de diferentes tipos
de matrizes, e a identificacao de situacées que podem
ser representadas por cada um dos tipos de matrizes.
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Operacdes com
matrizes

Aplicacoes as
transformacoes
geométricas

Operacoes elementares com matrizes: adicao,
subtracao, multiplicacdo (multiplicacao por um escalar
e multiplicacao de duas matrizes).

Analisar as propriedades da adicao e da multiplicacao
de matrizes e os casos de impossibilidade (associados a
dimensao das matrizes).

Caraterizar translacoes através da soma de matrizes
coluna.

Caraterizar variacdes de tamanho (scaling),
cisalhamentos (shearing) e rotacoes no plano,
recorrendo a matrizes adequadas multiplicadas por
matrizes coluna.

Retomar os exemplos trabalhados anteriormente para
identificar e contextualizar as operacoes e o resultado
que produzem, e antever propriedades das operacoes.
Promover a determinacao da matriz resultante da adicao
e da subtracao de duas matrizes e analisar casos de
impossibilidade.

Propor o calculo do produto de duas matrizes e analisar
casos de impossibilidade.

Fazer notar o caso das matrizes quadradas de uma certa
ordem, especialmente a nao comutatividade da
multiplicacao.

Incentivar o recurso a tecnologia para analisar varios
exemplos e identificar os casos de impossibilidade e a
nao comutatividade da multiplicacao.

Recorrer a construcdes do Geogebra para ilustrar as
transformacoes geométricas realizadas sobre uma figura.

Promover a identificacao da multiplicacao de matrizes
com a composicao de transformacoes geométricas.

Referir a importancia destes procedimentos com matrizes
no moderno cinema de animacao.
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Pensamento Computacional (Introducéao a inferéncia estatistica)

Exemplo de programa em Python para explorar a nocao de intervalo de confianca. Extraem-se sucessivas amostras, com a mesma dimensao, de uma populacao
com distribuicdo Normal N(0,1) e para cada uma delas apresenta-se o intervalo de 95% de confianca para o valor médio. Pode verificar-se que este intervalo
depende da amostra e que nem sempre contém o valor médio da populacdo. Pode também fazer-se variar a dimensao das amostras e comparar as amplitudes dos
intervalos.

import random
import statistics
import math

num amostras=100
dim amostra=20

for 1 in range (num amostras) :
amostra=[random.normalvariate(0,1) for k in range(dim amostra)]
vmedio=statistics.mean (amostra)
desvio padrao=statistics.stdev(amostra)
d=1.96*desvio padrao/math.sqgrt (dim amostra)
print ('O intervalo de 95% de confianca para o valor médio é [',vmedio-d,',',vmedio+d ,']")

Nota: O programa foi criado em Python IDLE 3.11.0 para computador.

Possiveis aprofundamentos (Introducdo a inferéncia estatistica)

Estudar a relacao entre a margem de erro e a dimensao da amostra utilizada.

Bibliografia de referéncia (Introducédo a inferéncia estatistica)

Alea - Introducdo a Inferéncia Estatistica. Obtido de http://www.alea.pt/index.php?option=com_content&view=article&id=133&Itemid=1205&lang=pt

COMAP (2016). FOR ALL PRACTICAL PURPOSES - Mathematical Literacy in Today’s World. New York: W. H. Freeman and Company.

Graca Martins, M. E. (2005). Introducdo a Probabilidade e a Estatistica, com complementos de Excel. Sociedade Portuguesa de Estatistica.

Graca Martins, M. E., e Loura, L. (2002). Estatistica, Modelos de Probabilidade e Introducdo a Inferéncia Estatistica (edicao da responsabilidade do DES, Lisboa).
Obtido de https://www.dge.mec.pt/recursos-multimedia-online

Moore, D. (2019). STATISTICS Concepts and controversies. New York: W.H.Freeman and Company.

Moore, D. et al. (2021). The Basic Practice of Statistics. New York: W.H.Freeman and Company.

Rossman, A. et al. (2011). Workshop Statistics: Discovery with Data. Wiley.
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Pensamento Computacional (Primitivas imediatas e Integrais definidos)

Exemplo de programa em Python para aproximar o valor de um integral. Na funcao integral_aproximado o intervalo de integracao é dividido em N intervalos de
igual comprimento e para cada intervalo multiplica-se o valor no ponto médio pelo tamanho do intervalo, resultando a aproximacao do integral da soma dos

contributos de todos os intervalos. O exemplo usado, flse;dx, € o mesmo do Compéndio de Matematica, vol. 2, de Sebastido e Silva, e também aqui se calculam

as aproximacdes com um numero de intervalos que é sucessivamente duplicado, para se poder observar a estabilizacdo progressiva das casas decimais dos valores
obtidos.

def integral aproximado(f,a,b,N):
dt=(b-a) /N
soma=0
for k in range(N) :
soma+=f (a+k*dt+dt/2)
return dt*soma

def f(x):
import math
return math.exp (x) /x

a=1
b=5
N=20
for d in range(10):
N=2*N
I=integral aproximado (f,a,b,N)
print ('Com N=',N,' o integral aproximado d&: ', 1I)

Nota: O programa foi criado em Python IDLE 3.11.0 para computador.

Possiveis aprofundamentos (Primitivas imediatas e Integrais definidos)

Explorar o conceito de integral definido a partir da formulacao de Riemann, discutindo como aplicacdo o calculo aproximado de integrais a partir das somas de
Riemann (Hughes-Hallett 1997, p. 158).

Explorar o uso do integral definido para determinar o valor médio de uma funcao continua num intervalo (Hughes-Hallett 1997, p. 163).

Alargar as técnicas de integracao referindo a primitivacao por partes, promovendo a sua utilizacao critica.
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Bibliografia de referéncia (Primitivas imediatas e Integrais definidos)

Apostol, T. (1999). Cdlculo Volume 1 - Cdlculo com funcées de uma varidvel, com uma introducdo a Algebra Linear. Barcelona: Reverté.

Devlin, K. (2002). Matemdtica - A ciéncia dos padrées. Porto: Porto Editora.

Estrada, M. F. et al. (2000). Histéria da Matemdtica, Universidade Aberta.

Haese, M. et al. (2019). Mathematics - Analysis and Approaches HL 2 (for use with IB Diploma Programme). Marleston: Haese Mathematics.
Haese, M. et al. (2019). Mathematics - Applications and Interpretation HL 2 (for use with IB Diploma Programme). Marleston: Haese Mathematics.
Haese, M. et al. (2019). Mathematics - core topics HL (for use with IB Diploma Programme). Marleston: Haese Mathematics.

Hughes-Hallett, D., Gleason, A. et al (1997). Cdlculo - volume 1. Rio de Janeiro: LTC editora.

Icart, J. (2021). Fonctions: Une Perspective Historique. Revue MathémaTICE, n° 75. Obtido de http://revue.sesamath.net/spip.php?article1414
Pina, H. (2010). Métodos Numéricos, Lisboa: Escolar Editora.

Sebastido e Silva, J. (1975-1978). Compéndio de Matemdtica (3 volumes). Lisboa: GEP.

SESAMATH - Manuel Maths 1re - Programme 2019. Obtido de https://mep-outils.sesamath.net/manuel_numerique/?ouvrage=ms1spe_2019
SESAMATH - Manuel Maths 2de - Programme 2019. Obtido de https://mep-outils.sesamath.net/manuel_numerique/?ouvrage=ms2_2019
SESAMATH - Manuel Maths Terminale - Spécialité - Edition 2020. Obtido de https://mep-outils.sesamath.net/manuel_numerique/?ouvrage=mstsspe_2020

Possiveis aprofundamentos (Matrizes)

Explorar as ligacdes entre a indexacdo do Google e as matrizes (Almeida, 2010).

Explorar a relacao entre as matrizes e suas operacoes e a resolucao de sistemas, referindo o método de Gauss.

Explorar as relagoes entre as matrizes e os grafos, discutindo a representacdo de grafos usando matrizes, através do conceito de matriz de adjacéncia.
Explorar varias aplicacdes das matrizes, como por exemplo a modelos populacionais; a este respeito pode ser referida a gestdo de rebanhos (Queiro, 1982) ou o
crescimento populacional usando o modelo de Leslie (Crisler et al. 1999, p. 132).

No estudo das matrizes podem ser usadas as capacidades das calculadoras cientificas e graficas. Quase todas tém a possibilidade de escrever matrizes e operar
com as matrizes.

Também podem ser usadas paginas interativas online como por exemplo a seguinte:

Calculadora de matrizes: https://matrixcalc.org/pt/

0 estudo das transformacoes geométricas a partir da sua representacao matricial pode ser feito de forma interativa a partir de recursos disponiveis em varias
paginas. Por exemplo:

- 2x2 matrix transformation: https://www.geogebra.org/m/QxWrMgBV

- Matrix Representation of a "Stretch”: https://www.geogebra.org/m/AhNWDWPu
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