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Algumas situacoes problematicas
Apresentamos a seguir situagoes que acontecem na vida de todos os dias.

Problema 1 Foi recentemente contratado para distribuir folhetos de um supermercado local que
lhe pagard 60 euros. Os folhetos ser-lhe-ao entregues em casa assinalada por um
no mapa da Figura 1 . O teu trabalho consiste em distribuir os folhetos de
propaganda nas caixas de correio das ruas na vizinhanca. Os sinais (- - - - - ) no
diagrama da Figura 1 assinalam as secgoes das ruas em que hé caixas de correio. O
empregador nao te paga a hora. Quanto mais depressa distribuires os papéis, mais
depressa poderds fazer outras coisas.

Qual é o melhor caminho para fazer a distribuicao?

Se cada quarteirao tem 50m e consegue fazer uma média de 3 km por hora na
distribuicao, o que serd melhor: fazer esta distribui¢do ou trabalhar num restaurante
a 4, 75 euros por hora?
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Problema 2 Vai ter de sair, mas cheia de pressa para chegar a casa localizada no diagrama da
Figura 2, porque tem de dar umas quantas voltas que incluem passagens pelos
correio, padaria, loja de video, lavandaria, talho e biblioteca.

caminho para dar essas voltas?

Casd

B - Biblioteca; C - Correios; L - Lavandaria
T - Talho; V - Video

Figura 2

Problema 3 Eis um problema para o treinador da equipa local de futebol.

Depois da temporada dos desafios internos, as seis equipas obtiveram os resultados

que a figura 3 mostra:

‘ Equipa ‘ NQ de Vitodrias | NQ de Derrotas ‘ Ganhou a: ‘

A 4 1 B,C,D,E
B 3 2 F,E, D
C 4 1 B,D,E, F
D 1 1 F

E 1 1 D

F 1 1 A

A Associagao Comercial local tinha prometido prémios para as quatro primeiras

equipas.

Que equipas merecem os prémios?

Figura 3

Qual é o melhor
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Problema 4 Foi contratado para trabalhar numa loja de animais de estimacao aberta recente-
mente num novo centro comercial. A loja vende peixes, que nao podem ser guarda-
dos num tanque tnico, porque algumas das espécies atacam outras. Vai receber oito
espécies que conflituam entre elas nos termos apresentados na Figura 4, em que

indica pares de espécies incompativeis.

| [A[B[CID[E|F|CG|H]

A X[ XX X | X
B | X XXX
C| X X X | X|X
D | X X X X
E X X X | X
F X | X X
G| X |X|X X
H| X X | X

Figura 4

Qual é o menor numero de tanques necessarios para guardar os peixes, sem que

fiquem no mesmo tanque espécies incompativeis?

Problema 5 O gestor de operactes de terra de uma companhia de aviagao fez uma lista das
operacoes e das respectivas duragoes que tém de ser efectuadas entre a aterragem e
nova descolagem. A lista é a da Figura 5 que também identifica para cada operagao
as operacoes que lhe sao prévias.

‘ Operagao ‘ Duracao em mins. ‘ Operagoes prévias
Descarga de bagagem (DB) 2 nenhuma
Carregamento de bagagens(CB) 16 CB
Desembarque de passageiros(DP) 14 nenhuma
Embarque de passageiros (EP) 20 DP, DB
Limpeza da cabine (LC) 12 DP
Reabastecimento alimentar (RA) 4 LC
Reabastecimento de combustivel (RC) 18 nenhuma

Figura 5

Nestas condicoes qual é a duragao minima das operacoes de terra entre a aterragem

e a descolagem de um aviao da companhia?
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Grafos e resultados

Embora as situacoes apresentadas antes parecam
completamente diferentes, ¢ uma mesma caixa de Y 0
ferramentas matematicas que ajuda a ver ou
perceber qualquer uma delas e a resolver
qualquer dos problemas propostos. A mais simples /O\
destas ferramentas consiste num tipo de diagramas < N R\
geométricos a que chamamos grafo.

(As restantes ferramentas que podem ser precisas 0
sao simples generalizagoes ou extensoes do conceito / g
de grafo). o
A Figura 6 apresenta exemplos de grafos. ‘
]
Como se vé, um grafo consiste num conjunto finito \ /

de pontos, ligados por linhas que podem ser curvas

ou rectilineas. Aos pontos chamamos vértices e as Q /70
linhas chamamos arestas. Os pontos de intersecgao o s /
das arestas que nao estejam realgados como pontos

negros nao sao vértices do grafo. Um ponto pode

estar ligado a si préprio por uma linha (chamamos- — 3 /

—lhe lacete), e um par de pontos podem estar liga-
dos por duas ou mais linhas (arestas multiplas).

(Alguns livros ou autores
definem grafo de modo diferente,
a ideia essencial a reter como
conceito de grafo é de um
conjunto de pontos em que todos
ou alguns deles sao extremidades
de linhas que os ligam)

(00}

A Figura 7 ilustra extensoes
do conceito de grafo que podem
ser lteis.

Como deve ter reparado, uma
das extensoes do conceito
consiste em atribuir um nimero
(chamado peso) a cada uma das
arestas do grafo. Esse peso pode
ser interpretado, conforme as
circunstancias, como tempo, Ts
custo, distancia, ou qualquer Trabalhador e%
outra coisa 1til para um caso (c)

em estudo. Por exemplo, um Figura 7 (d)

Empregos
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grafo pode representar trabalhadores e as tarefas para as quais tém qualificagdes. O peso
de uma aresta que ligue um vértice trabalhador com um vértice tarefa pode representar o
tempo que esse trabalhador demora a executar a tarefa (Figura 7(d)). Em alternativa,
também pode representar uma medida da eficicia ou da eficiéncia com que cada trabalha-
dor executa a tarefa. Um grafo com pesos atribuidos as suas arestas pode designar-se por
grafo pesado.

E também possivel, em vez de atribuir

pesos a cada aresta de um grafo, atri- 3
buir peso a cada vértice (como na Figu- 3 8 9
ra 8). Por exemplo, numa rede de co- i T 4 O/ 20/
municagoes, o peso de um vértice pode
representar o custo ou o tempo da co- b S
mutacao de uma chamada de uma linha 16 11 / / %
telefénica representada por uma aresta o ©° 19 "4
incidente no vértice, para uma outra li- (a) (b)

nha telefénica representada por outra 2
aresta incidente no mesmo vértice. Em °6

alguns grafos pode acontecer que este- /
jam atribuidos pesos simultaneamente a 3 2 7 1
arestas e a vértices (Figura 8(d)). 3

70

N

Numa outra extensao do conceito de
grafo, atribuimos a cada aresta um sen-
tido (representado por uma seta). A
este tipo de extensao do conceito
chamamos grafo orientado (Figura 9) Figura 8
ou abreviadamente digrafo.

; N/
N =
AN N

(a) (b)
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Claro que se pode ter um grafo orientado

e com pesos atribuidos aos vértices e/ou

as arestas. Por exemplo, a Figura 10(b)
pode ser um modelo para o ntmero de
faixas de rodagem do transito nas auto-
estradas ligando quatro cidades. Noutros
modelos deste tipo, pode acontecer que
algumas arestas tenham setas e outras nao.
Tais estruturas podem ser designadas por
grafos mistos (Figura 11 )

oO—4—0
9 7
N
N e
312 e

o——®——0
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o0 Figura 11

5 QO
3 3
4 ﬁ 1
OHZ;O /
6 2 {
© 5
Figura 10
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Seccido 2

Modelos

Matematicos
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Como é que se podem usar diagramas do tipo das figuras da secgao 1 para resolver proble-
mas? A andlise de situacgOes com recurso a ideias matemaéticas chama-se modelagao
matematica. A ideia chave na modelagdo matemaética consiste em tomar a situacao
original e simplifica-la de tal modo que fiquemos com uma nova visao sobre o problema
original. Estamos todos familiarizados com este processo, embora muitas vezes nem nos
apercebamos disso. Se estivermos a planear uma viagem de casa para uma localidade a
500 km de distancia, usamos um mapa antes de nos meter no carro e partir. Um mapa
representa, de um modo simplificado, as actuais ruas e estradas. De facto, para a viagem
podem ser precisos trés mapas - um mapa das ruas da nossa localidade de residéncia, outro
mostrando as estradas entre a nossa cidade e a cidade para onde queremos ir, e ainda um
terceiro que mostre as ruas da cidade onde queremos ir.

Um mapa é um exemplo de um modelo matematico, sendo ao mesmo tempo um modelo
fisico. Os ntimeros no mapa podem ser usados para representar as distancias aproxi-
madas entre cidades; cddigos no mapa distinguem os diversos tipos de estradas. Ninguém
toma um mapa de papel pelas verdadeiras estradas, rios, montanhas e outra informagao
geografica, mas os mapas constituem uma representacao muito util. La porque alguma
coisa foi radicalmente alterada ou simplificada ao ser representada nao quer dizer que nao
possamos reconheceé-la.

Se simplificarmos demais a situacao original, o que podemos ficar a saber e concluir com
o estudo do modelo pode ser de pouco valor. Se alguma informagao importante for des-
prezada, nao é possivel obter resultados vélidos. Por outro lado, se nao simplificarmos
a situacao original suficientemente, ficamos incapazes de a trabalhar a partir do modelo
que se toma em vez da situacao original, porque a matemadtica exigida pode ser muito
complicada.

O que é mais comum no que respeita a modelacdo de problemas matemaéaticamente é o
uso de funcoes e equacgoes. Na pratica, o que é necessario é usar combinagoes de modelos
(equagoes, grafos, etc) do mesmo modo que o carpinteiro usa combinagoes de ferramentas
como sejam serras, brocas, etc quando trabalha em qualquer projecto de construgao. Os
modelos de grafos sao uma intuitiva e apelativa maneira de ganhar alguma pratica em
processos de modelacao matematica, sendo ao mesmo tempo interessantes como classe de
estruturas geométricas.

Modelos de Grafos

Apés termos abordado a ideia essencial da modelagdo matemaética — simplificacdo — ve-
jamos como é que os diagramas do tipo dos apresentados na secccao 1 podem ajudar-nos
a ver e a resolver os problemas originalmente propostos.

Para construir um modelo de grafo adaptado a uma situacao, precisamos de usar pontos
e linhas para representar informagao essencial acerca da situacao original. Tomemos o
Problema 4 para exemplo.

Suponhamos que decidimos tomar uma represntacao visual da informacao que nos é dada
pela tabela da Figura 4.

Para fazer isso, representemos cada tipo de peixe por um ponto. Dado que hé oito tipos
de peixes, precisamos de oito pontos Figura 12
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A cada ponto corresponde a letra do tipo de F ¢
peixe que representa. Depois precisamos de
um critério para ligar um par de pontos
por uma linha, aresta. ey ]
Um caminho possivel é ligar pontos que
> . e @
representem dois tipos de peixe
incompativeis.
Por exemplo, ja que os peixes de tipo B e G
sao incompativeis, desenhamos uma aresta
ligando B e G.

@

o
Al

O diagrama completo, representando as
relagoes de incompatibilidade entre os
peixes é o da Figura 13

Figura 12

Figura 13

Figura 14

‘@

Depois de desenharmos este diagrama, podemos apagar a tabela da informacao original,
j& que o diagrama representa exactamente a mesma informacao. (Mais tarde, usaremos
este diagrama para resolver o problema. Por agora, contudo, queremos concentrar-nos no
processo de conversao das situacoes em diagramas, mais do que usar os diagramas para

resolver os problemas).
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Devemos estar abertos para o facto de que diferentes estudantes podem desenhar diagra-
mas que parecam completamente diferentes. Se os diagramas tiverem sido desenhados
correctamente quaisquer dois diagramas dizem-se isomorfos, o que significa que os dois
diagramas sao estruturalmente o mesmo, embora sejam visualmente diferentes. Por exem-
plo, os grafos das Figura 13 e da Figura 14 sao estruturalmente isomorfos.

Um grafo diferente ainda pode adequar-se bem a situacao, se em vez de ligarmos dois
pontos por representarem tipos de peixes incompativeis ligarmos pontos que representem
tipos compativeis. Desenhe-se o grafo que se obtem quando se adopta este outro ponto de
vista. E desejavel discutir com os estudantes os pros e os contras de cada uma das duas
abordagens.

Consideremos agora o Problema 1 e como é que um grafo pode ser usado para o resolver.
Neste caso, o diagrama da Figura 1 pode ser modificado para obter um grafo adequado
ao problema. Para construir este modelo, cada ponto representa a localizacdo no mapa
do cruzamento de duas ou mais ruas. Note-se que pode haver diferencas mais ou menos
significativas entre os cruzamentos (alguns cruzamentos podem ter sinais de transito, uns
cruzamentos podem ser mais amplos que outros, por exemplo uns podem ser rotundas
outros nao, etc). Esta diferencas nao assumem qualquer importancia por estarmos a
trabalhar um problema de distribuicao de folhetos de publicidade, mas podem ganhar
importancia se a situagao em estudo for outra. Se entre dois cruzamentos ha um bloco
de casas em que estd prevista a distribuicao de folhetos, entao tracamos uma aresta entre
eles. O grafo resultante é o que se mostra na Figura 15

~———9 ¢ o ¢

Figura 15

Convém chamar a atengao para o facto de haver na Figura 1 toda a informacao para
desenhar o grafo da Figura 15 e ainda mais alguma que poderia tornar mais dificil
a resolucdo do problema que nos ocupa. Como ja referimos anteriormente, controlar a
simplificagéo € a esséncia da modelacao matematica. Chamamos a atengao para que ja que
a distribuicao é feita a pé, as indicagoes de sentido tnico das ruas nao sao importantes e nao
precisamos de atribuir sentidos as nossas arestas. (Para outras aplicagdes, as informagoes
dos sentidos da circulacao nas ruas poderia ser relevante e o nosso diagrama seria um grafo
orientado e ndo um grafo simplesmente). Para o modelo da nossa situagao, também nao é
necessario atribuir pesos as arestas, ja que os blocos de prédios na seccao da cidade em que
estamos a trabalhar sao aproximadamente iguais em comprimento e é preciso percorrer
aquelas arestas obrigatoriamente. Quando nao acontecer assim, pode ser conveniente usar
um grafo pesado como modelo. Nao ha duvida que, por este processo, encontramos um
processo visual adequado para representar a informacao relativa ao nosso problema. Nao
nos preocupa, pelo menos para ja, a solucao do problema.
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Como mais um exemplo de construgdo de modelo para a resolucdo de um problema,
consideremos o Problema 2, que consiste em dar um conjunto de voltas da maneira mais
eficiente. Uma das dificuldades deste problema reside no facto de ser vaga a expressao
”de maneira eficiente”. Interpretemos esta expressao como querendo dizer que é preciso
minimizar o tempo total de conducao, embora as condicées do problema nao especifiquem
tempos de conducdo. Pode acontecer termos de acrescentar alguma informacao adicional
a situacao apresentada com vista a podermos analisar o que acontece. Neste caso, a
experiéncia de cada um pode capacitar-nos para estimar os tempos de condugao entre os
véarios locais que a Figura 2 nos apresenta. Por exemplo, podemos estimar que demoramos
16 minutos para ir de casa a padaria e 9 minutos para ir dos correios ao talho. Podemos
fazer muitas cosnideragoes a este respeito. O tempo de viagem ¢é diferente a diversas horas
do dia e pode ser ficial estacionar na biblioteca e muito dificil perto dos correios, o que
levaria o bom senso a incluir o tempo para o estacionamento e para as deslocacoes a ele
associadas. Com procedimentos deste tipo, podemos chegar a um modelo de grafo pesado
do tipo que se mostra na Figura 16

Padaria Lavandaria

Casa

Figura 16

(Um procedimento alternativo para dar pesos ds arestas no nosso modelo pode consistir em
estimar um tempo para cada bloco, por exemplo 3 minutos. E, assim, o tempo necessario
para ir de um local a outro é obtido multiplicando por 3 o nimero de blocos que é preciso
precorrer para ir de um sitio ao outro. E também podemos atribuir um acréscimo de
tempo fixado para cada estacionamento.)

Cada aresta neste diagrama representa o facto de que é possivel viajar entre dois locais e
o peso que lhe é atribuido representa a duragao da viagem (acrescentada do tempo gasto
no estacionamento) entre os dois locais, representados por pontos. Lembremo-nos que
nos interessa controlar o tempo de conducao entre dois pontos, mas nao nos interessa
minimamente o tempo gasto em cada ponto. Na prética, sabemos que o tempo gasto
nas viagens e nos locais pode depender da ordem pela qual se efectuam as visitas aos
locais. (Por exemplo, as ruas para o supermercado podem levar menos tempo a percorrer
a certas horas do que a outras). Para o nosso problema, assumimos que tais complicacoes
sao menores ou desprezaveis de tal modo que as podemos ignorar no nosso processo de
modelacao.
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O grafo da Figura 16 (ignorando os pesos) é muito comum. Nele, cada vértice estd
ligado a outro vértice e é, por isso, denominado grafo completo. Por ter sete vértices,
chamamos-lhe grafo completo de sete vértices.

Antes de abordarmos como é que a construcao de um grafo pode ajudar a resolver um
problema (mais do que ajudar a compreender e visualizar um problema), experimentemos
construir um modelo de grafo para cada uma das situagoes da Secgdo 1. Em cada caso,
temos de nos por as seguintes questoes.

1. No grafo, o que representa cada vértice (cada ponto)?

2. Que critério seguir para ligar dois vértices por uma aresta? Nao é invulgar haver
diferentes critérios para ligar pontos por arestas. De facto, muito frequentemente
nao ha uma unica resposta correta. A escolha a fazer sé depende das finalidades
postas pela situagao problemaética.

3. A situacao impde a atribuicao de algum sentido as arestas; o modelo que precisamos
é mais um grafo orientado que simplesmente um grafo?

4. H4 algum custo associado a cada aresta? Se ha, precisamos de construir um grafo
pesado.

DIVERTIMENTO COM GRAFOS

Embora inicialmente os grafos nos tenham interessado como ferramentas para resolver
uma certa variedade de problemas de aplicacao, os grafos sugerem ”puzzles” intelectuais
que tém interesse por si mesmos. Para exemplo, consideremos o grafo da Figura 17

X4

A

O O

o
Xo /Xg X10

Figura 17




16 Geometria e aplicagGes

Contemos o nimero de arestas que incidem em cada vértice. A esse ntimero chamamos
valéncia do vértice respectivo. Na Figura 18 (afinal cépia da Figura 17), a valéncia de
cada vértice estd escrita ao seu lado. Chamamos a atencéo para o facto de a valéncia de
um vértice nem sempre ser o nimero de arestas que nele incidem. Quando hd um lacete
num vértice (isto é, quando h& uma aresta que liga um vértice a si mesmo), ele contribui
duas vezes para a valéncia. Nos casos dos vértices sem lacete, é o ntimero de arestas nele
incidentes que é a valéncia.

Suponhamos agora, que escrevemos a sequéncia de valéncias do grafo, do maior para o
menor valor.

5 3 4
0.
04 4 é
02 /03 O 1
O
Figura 18 1

Entao aqui vai o enigma. Suponhamos que temos uma sequéncia de nimeros inteiros
positivos. Quando ¢é possivel desenhar um grafo de que esses nimeros sejam as valéncias
dos vértices. Quando é possivel fazé-lo sem que o grafo tenha lacetes ou arestas multiplas?

Aqui ficam algumas sequéncias com as quais experimentar o problema proposto
4

a) 4,4,3,1,1,1, 1,1, 1, 1.

o
ot
ot

,9,3,3,3,2,2.

)

ot

4,4,4,4,3,2,2,2.

i

IO

d 4, 4, 4, 4, 4.

)
)
c)
) 4,4,
e) 4,4,4,4,4,4,4,4

Em cada caso, a finalidade é encontrar (se for possivel) um grafo com estes niimeros como
valéncias. Em alguns casos, pode ser possivel encontrar mais do que um grafo adequado.

Em tais casos, vale a pena pensar acerca dos tipos de grafos que foi possivel desenhar.

De forma diferente do que acontece no desporto, a resolucao de problemas e jogos intelectu-
ais —jogos matematicos em particular — pode conduzir a resultados inesperados. E vulgar
desenvolver e explorar um conceito matemético de teoria dos grafos s6 por curiosidade
intelectual. E é certo que o conhecimento adquirido por trabalho de pesquisa e abstracc¢ao
matematica pode vir a servir em inesperadas dreas de aplicacao.
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Sobre a eficicia inesperada da Matematica

O Prémio Nobel da Fisica Eugene Wigner comentava a "nao razoabilidade da eficiéncia
da matemdatica” noutros ramos da ciéncia. A matematica estudada ”por puro gozo e
divertimento” acaba por ter aplicagoes surpreendemente tteis. Como exemplo, tomemos o
grafo que representa o ”cubo” a duas dimensoes — o quadrado —em que hé pesos associados
a cada vértice de que se desconhecem os valores. Suponhamos que conseguimos comprar
por algum preco a soma dos valores dos pesos de cada aresta ou de algumas direccoes
particulares. Poderemos descobrir entdo os pesos associados a cada vértice? Ou ainda
qual é o preco minimo a pagar para ter a informacao suficiente para determinar esses
pesos? A Figura 19 d4 um exemplo especifico.

? >
o 0 P soma=3
> ?
o o } soma=15
soma=9 soma= 14
Figura 19

Poderemos nés reconstruir os
pesos de forma tnivoca?

Quais sao os numeros (?) que somados dao aqueles valores? Este é um problema discreto
analogo ao problema apresentado pelo matematico checo Johannes Radon nos anos 20.
Radon considerou o problema sobre a imagem de uma mancha complicada no plano, em
que a cada ponto da mancha é atribuido um ntmero, como se mostra na Figura 20.

9

Suponhamos que é possivel determinar a soma de todos
os numeros sobre cada linha recta que corta a mancha.
(Falando correctamente, ji que ha uma infinidade
de ntmeros desconhecidos sobre um segmento
de recta, nao podemos falar de soma ordindria
e teremos de utilizar o conceito de integral, estudado
no calculo, que permite calcular o valor de somas
infinitas que satisfagam a certas condigoes).

18

O jogo intelectual de Radon

permitiu mostrar que, usando estas somas
de linhas, poderiamos descobrir o valor i
de todos os nimeros desconhecidos atribuidos Figura 20
aos pontos da mancha.
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O trabalho de Radon apareceu como um jogo intelectual e nada mais. Contudo, apds a
invencao dos computadores, foi este trabalho que tornou possivel a operacao dos digitali-
zadores " TAC-scan”, de que Godfrey Houndsfield foi pioneiro. Estas méquinas tornaram
possivel fazer as imagens raios-X de partes do corpo humano. A ideia consistiu em pensar
que as perdas de energia que ocorrem quando um feixe de raios-x é projectado sobre um
corte de um objecto tri-dimensional, actuavam como um integral das densidades ao longo
das linhas do corte. O trabalho de Radon permitiu reconstruir as densidades, e usando
feixes de raios-x sobre muitos cortes, podemos reconstruir uma imagem tridimensional de
partes do corpo humano (particularmente da cabega). E, como os tumores tém densidade
diferente dos tecidos normais, tornou-se possivel, usando maquinas TAC e as ideias de
Radon, diagnosticar quistos nos cranios, o que nao era possivel com recurso so6 aos vulgres
raios-x.



Modelos de Grafos

Seccido 3

Teoria de Grafos

19



20 Geometria e aplicagGes

Neste trabalho, propositadamente evitamos resolver os problemas de teoria de grafos que sé
foram desenvolvidos como modelos de situagoes apresentadas. E claro que esperamos que
resolvam completamente os problemas, bem como todos os exercicios que se apresentam
a seguir. Estamos convencidos que é muitas vezes mais dificil formular matematicamente
um problema do que resolvé-lo depois de estar posto sob a forma de problema de grafos.
Problemas da teoria de grafos de vérios tipos tém sido estudados desde ha muitos anos por
investigadores matematicos. Isto estd feito para todos os problemas do tipo de ”procu-
rar um circuito de Euler num grafo” (referéncias 1, 2, 3, 4 e 5); ”procurar um circuito
hamiltoniano num grafo” (referéncias 1, 4 e 5); ”procurar uma boa coloragao de vértices”
para um grafo (referéncias 1, 4 e 5) ou "encontrar isomorfos e duais” para um grafo (re-
feréncia 5). Logo que uma situagao fica formulada em termos de teoria de grafos, os
matematicos podem procurar estabelecer algoritmos para os resolver. Embora descobrir
algoritmos rapidos possa ser uma tarefa complexa, frequentemente nao é mais complexa
do que encontrar as técnicas adequadas e necessarias a passagem aos modelos de grafos.
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Exercicios

Nota 1 Sempre que usamos a expressao ”desenhar um modelo de grafo”, estamos a referir-
-nos a qualquer tipo de grafo, seja grafo simples, grafo pesado, grafo orientado ou
grafo orientado e pesado.

Nota 2 Neste moédulo, nao discutimos métodos da teoria de grafos para resolver os pro-
blemas envolvidos. Mas se tiver conhecimento desses métodos através de professor
ou por conta prépria, deve usa-los complementarmente a tentativa e erro.

1.

Os gestores de um moderno e pequeno
zoo gostariam de organizar o encarcera-
mento dos animais que parecesse tao
natural quanto possivel. Em cada am- H H A ‘ B ‘ C ‘ D ‘ E ‘ F ‘ G ‘ H ‘ I H

biente, devia conviver uma variedade A X[ XX X
de animais compativeis, isto é, que nao BIXI - XX X
se atacassem mutuamente ou espalhas- CIIXTXI=TX X | X
sem doencas prejudiciais uns aos ou- DIXIXIX|-[X X | X
tros. O zoo pretende comegar por exi- E X | - | X X | X
bir 9 espécies, cujos nomes aparecem F XTI -IX X
substituidos pelas letras A a I na tabela G X - X

de dupla entrada da Figura 21. Cada H XXX X=X
simbolo ”X” exprime que o par de ani- I X XX XX X -
mais respectivo nao pode partilhar um Figura 21,

carcere em comum.

1. Desenhe um modelo de grafo que represente a situacao.

2. Procure, por via da tentativa e erro, calcular o niimero minimo de possiveis carceres
ou ambientes.

3. Podemos resolver o problema, sem colocarmos mais do que trés tipos de animais em
cada ambiente?

2.

Uma pequena companhia pretende ligar por
cabo de fibra éptica os edificios das suas sedes
espalhadas por varios quarteiroes. Pretende-se
garantir o envio de mensagens entre qualquer
par de locais. Logo que o cabo esteja colocado,

hé-de ser possivel enviar e receber mensagens H H a ‘ b ‘ c ‘ d ‘ e ‘ f H
para todos os locais via cabo, muito embora nem a _ 5118
todos os pares de sitios estejam directamente b o1 -1 61 31 1
ligados. Os locais sdo designados por letras de c 61 — 16

7a” a”f” na tabela de dupla entrada da Figura d 37161 -1 9l 4
22 em que os nimeros representam os custos em s 511 9 — 120
milhares de euros da instalacao do cabo onde 18 120 =
é possivel. As casas em branco identificam os Figura 20

pares de locais entre os quais nao é possivel fazer
a instalacao de cabo.
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1. Desenhe um modelo de grafo que seja adequado ao problema.

2. Por tentativa e erro, procure a instalacao mais barata para os objectivos pretendidos.

No problema anterior nao ha qualquer mencao a possibilidade de haver custos envolvidos
na troca de mensagens entre dois locais. Acrescente aos dados do problema anterior, os
custos de equipamentos que em cada local tornam possivel a troca de mensagens conforme
Figura 23, sabendo que nao se devem considerar custos associados a locais para os quais
nao hé ligagoes directas.

alblc|d e| f
Custos: |9 3|5 | 7|11 |4
Figura 23

1. Desenhe um modelo de grafo apropriado a situacao apresentada agora.

2. Pode determinar uma configuracao de custo minimo ou calcular o custo minimo para
estabelecer as ligacoes por cabo e equipamentos de troca de mensagens?

4.

Desenhe o grafo que um quimico usaria como modelo dos seguintes compostos: metano
(CHy), etanol (C2Hg); propano (C3Hg); butano (C4H;0) e isobutano (CyH;0). (Nota:
Butano e Isobutano tem o mesmo nuimero de atomos de hidrogénio e de carbono, mas sao fisica-
mente diferentes — o que pode significar que grafos ndo isomorfos podem ou devem ser desenhados
para os representar)

5.

Uma escola vai organizar uma escola de verao que ¢é dividida em 12 secgoes, denominadas
de ”a” a”’1” na tabela da Figura 24, em que o simbolo ”X” identifica as sec¢oes que tém
estudantes comuns. Para a prestacao de provas de exame, pode contar-se com 3 tempos
em cada dia. A escola pretende planear a realizacao dos exames no menor numero de dias
possivel sem criar conflitos entre estudantes ou 1 aos estudantes que querem efectuar todos
0s seus exames.

| llalblcfdfe[f[g[h[i]j|k]|1]

al — | X X X
b||X|-1|X X X
c X|-1X X X
d X|-1X X | X

e X|-1X X | X

f X|-1X

g X|-1X

h X | X X|-1X

i X | X X|-1X
il X X X|-1X
k X X|-1X
1| X X | X X |-

Figura 24
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1. Desenhe um grafo para servir de modelo & informagao disponivel.

2. Construa uma solucao por tentativa e erro.

3. O que faria de diferente se aceitdssemos um nimeor limitado de conflitos na calen-

darizagao dos exames?

0.

A Figura 25 mostra uma parte de um bairro. Um carro varredor de ruas deve obedecer
aos sentidos do transito, varrendo sempre na proximidade dos passeios assinalados pelas
linhas quebradas no mapa. Embora os carros nao possam fazer inversoes de marcha nos
cruzamentos das ruas, ao varredor de ruas tal é permitido.

5
|
5

]

T

L] B
LR R

M !

/

]
]

|

il

Figura 25 |

1. Construa modelo de grafo.

2. Sabendo que cada trogo de rua tem de ser varrida pelo menos uma vez, encontre um
percurso eficiente para o trabalho do carro varredor de ruas.

3. Procure um percurso eficiente para o varredor para o caso de ser necesséario que cada

troco de rua seja varrido pelo menos duas vezes.

1.

A tabela da Figura 26 mostra o
tempo gasto por 3 trabalhadores
em cada uma de 3 funcoes de uma
cadeia.

Trabalhador 1
Trabalhador 2
Trabalhador 3

Tarefa 1 Tarefa 2 Tarefa 3

18 12 31
14 11 22
19 17 29

Figura 26
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1. Desenhe um grafo que ilustre (ou substitua) a informacao dada pela tabela.

2. Como devemos distribuir os trabalhadores pelas diferentes tarefas de modo a mini-
mizar o tempo gasto na produgao?

3. Se em vez de tempo os nimeros representassem lucros na colocagdo de um deter-
minado trabalhador numa determinada tarefa, que distribuicao fariamos para ter o
maximo proveito?

4. Quantas distribuicées diferentes se podem fazer?

5. Se tivessemos 6 trabalhadores para 6 tarefas, quantas distribuicoes diferentes poderiamos
ter?

8.

Para duas sequéncias binarias de igual comprimento, podemos usar o niimero de posigoes
em que elas diferem como medida da distancia entre elas. Por exemplo, 0011 e 0000 estao
distanciadas 2 unidades enquanto 0000 e 1111 estao a distancia 2.

1. Escreva todas as sequéncias binarias de comprimento 3.

2. Desenhe o grafo que representa cada sequéncia bidria por um vértice, e hd arestas
entre os vértices que distam exactamente uma unidade.

3. Pode encontrar-se um circuito dos vértices do grafo em que cada vértice seja visitado
uma vez e nao mais do que uma vez?

4. Pense em aplicagoes desta situagao.

0. "E

TA
TG
A Figura 27 mostra uma coleccdo de segmentos
de recta verticais. Ao programar o movimento de 7 C
um ”robot” num espaco em que hé obstaculos, é °H
necessario considerar a informacao sobre os corre-
dores entre os obstaculos. Embora os obstaculos

O
nao sejam vulgarmente segmentos de recta, aqui, F
para simplificar, consideramos os obstdculos como
segmentos de recta verticais. Na Figura 27. do
ponto C podem ver-se os pontos A, B, E e F, mas
nao se véem os pontos D, G e H. Qual ¢é o grafo
a desenhar para nos ajudar a ver a informagao sobre
as linhas de visao na figura?

°B
Figura 27
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10.

A Figura 28 mostra microprocessadores
(designados pelas letras ”A” a "H”) num
computador que podem estar directa-
mente ligados uns aos outros (um ”X”
identifica uma ligacao directa). Desenhe
um grafo que mostre, para cada micropro-
cessador, quais dos outros com ele podem
comunicar através de exactamente um mi-
croprocessador. Como pode generalizar o

problema?

11.

12.

Tarefa predecedente | Tempo
Ty nenhuma, 8
Ty nenhuma, 11
T3 T 7
Ty Ts 6
Ts Ty, 1o 2
Tg Ts 14
T~ Ty 9
Figura 29

25

A|IB|C|D|E|F|G|H
Al -]1X|X X
B|X| - X X
Cc| X -1 X | X
D X | X |- X X
E X -1 X | X
F X | X |- X
G| X X -1 X
H X X X | X |-

Figura 28.

A tabela da Figura 29 mostra um
conjunto de tarefas que devem ser
executadas para que determinada
funcao seja cumprida.

. Desenhe um grafo que seja um modelo

apropriado a situacgao.

. Qual é o prazo minimo para executar o

conjunto de tarefas?

As comissoes de uma legislatura estao a tentar calendarizar as sua actividades de tal modo
que pessoas que pertencem a diferentes comissoes nao tenham de estar em dois lugares

Mol

simultaneamente. As 12 comissoes (designadas pelas letras "a” a ”1”) estao representadas
na Figura 30, em que se assinala com um ”X” aquelas que tém membros em comum.

a|lblc|d|je|flg|h|i|j]|k]|]l
a| —| X X | X
b X |- |X|X X | X
¢ X| - X X | X
d X|X|-|X X | X
e X|-1X X | X
f X|-1X
g X| -1 XX |X
h X|-1X|X X
i X|X|-|X
j X X[ X[X|-1X
k| X | X|X|X[|X X|-1X
1 XX | X |X X | X X | -

Figura 30
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1. Construa um grafo que seja um bom modelo para a situacao apresentada.

2. Qual é o menor niimero de reunioes de todas as comissoes que se podem calendarizar
evitando conflitos?

13.

Um novo parque de diversoes tem uma rede
de ruas como a que é mostrada na Figura 31. [ 1 [ 1 [ 1 [ 1

1. Serd possivel atribuir sentidos a cada
uma das ruas (sem que qualquer delas

tenha duplo sentido) de tal modo que
seja possivel conduzir de um cruzamento

para outro qualquer num e noutro

sentido? Dito de outro modo, o que in- |:
teressa é saber se posso contar com um |

caminho de ruas de um sentido de ”a” 1 | | | | | | | 1 [
para ”b” e outro de ”b” para ”a” para ir

de um cruzamento a outro. Figura 31

14-
2 o 7 A0

A Figura 32 mostra cinco componentes (designadas pelas letras 7a” a ”e”) de um ciruito
impresso que se ligam electricamente (ligagao assinalada com ”X”). Poderemos localizar
os componentes (pontos) numa placa do tipo apresentado na Figura 32(b) de tal modo
que as soldas s6 se encontrem nos pontos ou buracos da placa? A Figura 32(c) mostra
como se podem juntar 3 componentes (a, b, ¢) nas condicoes descritas para o trabalho de
soldadura na placa de suporte. Ha claramente outras solucoes, usando diferentes ligacoes
ou localizando em furos diferentes os componentes.

Este exercicio d4 um pouco do espirito do "design VISI”, i.e., do problema em como colocar de
modo eficiente os chips nas placas

Figura 32
afbleldle 000000
a | —
bIX| [X| |[X 000000
c | X | X |- |X|X
XXX TXXXXX,
e | X | X | X |X]| - .....“
) 000000
000000

—~
=




