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PREFACIO

Este guia tem por objectivo apoiar o professor de Matematica na leccionacdo da com-

ponente Probabilidades e Combinatéria do programa do 12° ano.

Na elaboracao deste manual deu-se prioridade a dimenséo cientifica do tema dado que,
para além de ser um assunto que muitos professores ndo chegaram a aprofundar du-
rante a sua formacao universitaria, praticamente ndo existem no mercado portugués
livros que o abordem de uma forma desenvolvida, mantendo simultaneamente a sua
simplicidade. Assim, a par da exposic¢éo tedrica dos conceitos e das ideias que séo in-
troduzidos de um modo tanto quanto possivel rigoroso, vao sendo apresentados exem-
plos de aplicagcdo para a sua ilustragéo e clarificagdo. Evidentemente, como este guia se
destina a professores, as questdes sdo abordadas aqui com mais profundidade e de-

senvolvimento do que o previsto no programa de 12° ano.

A componente didactica ndo foi de modo algum esquecida. Assim, séo feitas sugestdes
de actividades que os alunos podem desenvolver na sala de aula, quer individualmente,
quer em grupo. Embora ndo formalmente separadas ao longo do texto, estas activida-
des nao sdo todas da mesma natureza. Algumas séo simples exercicios cujo intuito é o
de ajudar o aluno a cimentar os conhecimentos que vai adquirindo. Outras, recorrendo
guer a utilizagdo de materiais lidicos, quer da calculadora gréafica, ttm como objectivo

esclarecer os conceitos através da experimentacao.

Nas propostas de actividades, pretendemos que os alunos modelem situagbes prepa-
rando e levando a cabo experiéncias ou simulagfes para determinar probabilidades de
acontecimentos, modelem situagdes construindo um espaco de resultados, usem 0s
modelos construidos para comparar os valores experimentais com os valores tedricos e,

finalmente, facam previsdes a partir das probabilidades obtidas.

Em certos casos, apresentam-se varios processos de resolu¢do de um problema, refor-
cando a ideia de que ndo existe um modelo Gnico para chegar a solugdo. E importante

gue, por vezes, professor e alunos comparem e discutam as varias formas de resolver



um dado problema, apreciando as diferentes abordagens que se podem fazer dessa

situacao.

A estrutura desta brochura ndo segue fielmente a estrutura do programa. Sendo desti-
nada a professores que dominam ja os conceitos basicos de Probabilidades, preferiu-se
que os assuntos fossem abordados por uma ordem que tenha a ver com os interesses e
necessidades de quem aprofunda conhecimentos e ndo de quem aprende pela primeira
vez. Por outro lado, a Analise Combinatéria é apresentada sobretudo como instrumento

de calculo para as Probabilidades e ndo como unidade autbnoma.

Decidimos ainda néo incluir neste guia uma componente histérica da teoria matematica
das Probabilidades, pois pensamos que este assunto se encontra acessivel nomeada-
mente nas boas enciclopédias, de modo que qualquer resumo que pudéssemos fazer,
tendo em conta a limitagdo no ndmero de péaginas, ficaria aqguém daquilo que os inte-

ressados facilmente conseguem obter nos meios disponiveis (ndo esquecer a Internet).

N&o consideramos, de modo nenhum, que esta obra seja definitiva. Contamos assim
com a colaboragéo de todos os professores, para que nos facam chegar criticas e su-

gestdes que possam contribuir para o seu melhoramento.

Os autores



O QUE E A PROBABILIDADE?

Capitulo 1

O que é a Probabilidade?

1.1 - Introducéo

A probabilidade, como acontece com muitas outras no¢es que usamos com frequéncia,
€ extremamente dificil de definir, a menos que estejamos em condi¢ces de recorrer a
conceitos matematicos precisos. No entanto sabemos usa-la com uma certa pericia, em
muitas situacdes préaticas, mesmo sem disso nos apercebermos. Qualquer um de nds,
em face de um determinado acontecimento futuro, & capaz de fazer conjecturas sobre a
probabilidade da sua realizacdo. Quantas vezes nos ouvimos fazer afirmac¢8es do género
“E muito provavel que ...”, “E pouco provavel que...”, “E mais provavel que...”. Por exem-
plo, a informag&o que temos, permite-nos afirmar que “actualmente a probabilidade de
um individuo morrer de tuberculose é muito mais baixa do que a probabilidade de um
individuo, no inicio do século, morrer com tuberculose”. Mas, embora na maior parte das
vezes sO consigamos exprimir juizos probabilisticos em termos comparativos, ha situa-
¢Bes em que estamos preparados para atribuir um valor numérico a possibilidade da rea-
lizacdo de um determinado acontecimento. Por exemplo, se nos perguntarem qual a
probabilidade de existir um homem com trés metros de altura, respondemos sem duvidar
que essa probabilidade é zero, ja que o nosso conhecimento nos faz acreditar que esse
acontecimento é impossivel. Por outro lado, se nos perguntarem qual a probabilidade de
0 sol nascer amanhd, ndo temos duvida em afirmar que € um. Quantas vezes também
quando se pretende decidir quem, entre duas pessoas deve fazer um determinado tra-
balho pouco apetitoso, se faz a escolha atirando uma moeda ao ar. Isto porque estamos
implicitamente a aceitar que, procedendo deste modo, estamos a ser justos ja que atri-
buimos probabilidades iguais (na escala de 0 a 1 corresponderia a 1/2) a cada um de

poder vir a realizar o dito trabalho.

O que estamos entdo a fazer nas situagdes que aqui descrevemos, ou noutras seme-
Ihantes? Estamos a exprimir o nosso grau de convic¢do na realizacdo de algum aconte-

cimento. Podiamos entdo ser tentados a definir probabilidade de um determinado acon-
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tecimento como uma medida da conviccdo que temos na realizacdo desse aconteci-
mento. Mas claro, ndo nos podemos ficar por aqui. Este conceito tdo simples sé por si é
demasiado precario para ser Util a Ciéncia. H4 necessidade de ir muito mais longe, ja
que nado havendo mais do que meras conjecturas e conviccdes, diferentes com certeza
de individuo para individuo, e quantas vezes incoerentes, ndo é possivel fazer teoria. Ha
por exemplo necessidade de saber como quantificar aquela “medida de convicgéo” rela-
tivamente a qualquer acontecimento. Se em certas situacdes (como a relacionada com o
lancamento de uma moeda) ndo temos dificuldade, ha outras em que isso ja se ndo nos
afigura simples, ou por falta de informagé&o, ou por mera incapacidade devido, por exem-
plo, a prépria complexidade de que o acontecimento se reveste. Sabemos, se nao por
conviccéo, pelo menos pela propria experiéncia, que a probabilidade de nos sair o toto-
loto na proxima vez que jogarmos é extremamente peguena. Mas, quantas pessoas que
ndo tenham estudado calculo das probabilidades sdo capazes de atribuir um nimero a
essa probabilidade? Ja em face de um dado equilibrado, somos levados a dizer que a
probabilidade de sair um 6 num langamento € 1/6. Porque é que fazemos tal afirmacéo?
Somos, no entanto, capazes de ficar perplexos quando alguém, muito peremptoriamente
nos afirma que estudos estatisticos indicam que a probabilidade de contrair cancro de
pulmao, se se fumar mais de 20 cigarros por dia, é de 7%. Com que base é que se pode
fazer uma afirmacéo desta natureza?

Digamos que, com os dois exemplos apresentados, quantificAmos a probabilidade de um
acontecimento por dois processos distintos. No segundo caso, a quantificacdo da proba-
bilidade de contrair cancro de pulméo se se fumar mais de 20 cigarros, foi feita recor-
rendo a experiéncia, identificando empiricamente a probabilidade de um acontecimento
com a frequéncia relativa com que esse acontecimento se observa numa amostra re-
presentativa da populacdo em estudo. Em termos estatisticos “estimamos” a probabili-
dade (desconhecida) da realizagdo de um acontecimento pela frequéncia relativa com
que esse acontecimento se verifica. No primeiro caso, o do dado equilibrado, o raciocinio
¢ feito com base no facto de haver uma possibilidade em 6 de ao langar o dado uma vez
se observar a face 6. Nao precisamos da experiéncia para quantificar a probabilidade.
Imaginemos, no entanto, que estdvamos a jogar um determinado jogo que obrigava ao
lancamento de um dado e que a saida da face 6 implicava um bonus. Depois de jogar-
mos um grande nimero de vezes descobriamos que a face 6 quase nunca saia. O nos-
S0 senso comum levava-nos a supor que “algo estava errado com o dado”. Como pode-
riamos averiguar isso? Lancando o dado um grande nimero de vezes, digamos n, e

calculando a frequéncia relativa da realizagdo do acontecimento de interesse, isto €,

10
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“saida de um 6”. Estimavamos assim a probabilidade de no langamento daquele dado
sair a face 6. A intuicao diz-nos que se nao houver nada de errado com o dado, este va-

lor deve flutuar a volta de 1/6.

E costume identificar o “conceito” de probabilidade de um acontecimento com o processo
usado para medir o “grau de convicgdo” na sua realizagdo. Assim, o recurso a frequéncia
relativa para medir a probabilidade, conduz-nos ao “conceito frequencista” de probabili-
dade. Este conceito esta intimamente ligado a regularidade estatistica, pelo que sé faz
sentido falar na probabilidade de acontecimentos que se possam repetir em condicbes
idénticas, tantas vezes quantas quisermos, j4 que s6 nestas condi¢bes € que podemos
calcular frequéncias. Tiago de Oliveira diz : “ a frequéncia de um acontecimento deve
entender-se como uma medicao fisica de uma grandeza tedrica — a probabilidade- asso-
ciada a um acontecimento. A probabilidade, do ponto de vista fisico, é a intensidade da
realizacdo de um fenémeno natural”. Mais a frente aprofundaremos um pouco mais este

assunto, ao falarmos das diferentes aproximagdes conceptuais para a Probabilidade

1.2 — Probabilidade e Estatistica

A maior parte das situacdes em que € necessario utilizar técnicas estatisticas, envolve a
necessidade de tirar conclusdes gerais acerca de um grande conjunto de individuos, ba-
seando-nos num numero restrito desses individuos. Foi neste contexto que foram defi-

nidos os conceitos de Populagdo e Amostra no modulo da Estatistica.

O conceito de Probabilidade, que nos propomos estudar neste texto, é o instrumento que
permite ao estatistico utilizar a informacéo recolhida da amostra para descrever ou fazer
inferéncias sobre a Populacdo de onde a amostra foi recolhida. Alguns exemplos aju-

dar-nos-ao a compreender melhor esta ideia.

Exemplo 1 — Suponha que tem uma moeda equilibrada e que lanca a moeda uma série
de vezes, registando em cada langcamento a face que fica voltada para cima. O resultado
dos registos € uma sucessao de F e de C, onde utilizamos a letra F para designar cara
(face) e a letra C para designar coroa. Como admitimos que a moeda é equilibrada, isto

€, estamos a adoptar um determinado modelo probabilistico, esperamos que o ndmero

de F’s seja aproximadamente metade do numero de langcamentos efectuados. Se, por

outro lado, considerarmos uma amostra de dimenséo 1, isto &, fizermos unicamente um

11
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lancamento, dizemos que a probabilidade de obter F é 1/2, j& que existe igual possibili-
dade de obter F ou C (ao dizer que a moeda é equilibrada estamos a atribuir igual proba-
bilidade a saida de cara ou de coroa num langcamento).

Suponha agora que a sua moeda nao era equilibrada. Neste caso quando procedemos a
varios lancamentos ja ndo sabemos qual a proporcdo de caras que esperamos obter,
uma vez que a Populacdo nédo é perfeitamente conhecida — conhecemos os resultados

possiveis em cada lancamento — cara ou coroa, mas 0 modelo ndo estd completamente

especificado, uma vez que as probabilidades associadas a esses resultados ndo sao
conhecidas (estamos a assumir que a moeda néo é equilibrada). Entdo um modo possi-
vel de obter mais alguma informacéo sobre o modelo probabilistico é proceder a um
certo nimero de langamentos e calcular a frequéncia relativa da saida de cara, nos lan-
¢amentos efectuados. Este valor vai-nos servir para estimar a probabilidade da saida de
cara. Por exemplo, se em 1000 lancamentos se obtiveram 324 caras, dizemos que um
valor aproximado para a probabilidade de se verificar cara é 0.324 (ao fim de 1000 lan-
¢amentos verificou-se uma certa estabilidade a volta deste valor) e o valor aproximado

para a probabilidade de sair coroa sera 0.676.

Com este exemplo procuramos exemplificar o papel relativo da Probabilidade e da Esta-
tistica:

Enquanto que ao assumirmos um determinado modelo de probabilidade — Populacédo
conhecida, o que foi feito ao admitir que a moeda era equilibrada, estamos aptos a racio-
cinar do geral para o particular, isto €, da Populacdo para a Amostra, quando a Popula-
¢do nao é conhecida utilizamos a Estatistica para fazer raciocinios no sentido inverso,

isto &, inferir para a Populacao resultados observados na Amostra.

Para esclarecer melhor esta ideia, consideremos ainda o seguinte exemplo:

Exemplo 2 - O Dr. Américo, do partido X, que se candidatou a Presidente da Camara de
determinada cidade juntamente com outro candidato pelo partido Y, anuncia que vencera
as eleicdes por uma margem significativa de votos. A comissdo de candidatura do can-
didato do partido Y estd um pouco céptica relativamente aquele optimismo e recolhe uma
pequena amostra de potenciais eleitores, tendo concluido que dos 50 inquiridos s6 5 é
gue pensam votar no Dr. Américo. Estes resultados, altamente contraditérios com a
afirmacéo do Dr. Américo que, a ser verdade, lhe daria uma probabilidade de vencer su-

perior a 1/2, leva a concluir que o seu optimismo n&o tem razdo de ser. Embora néo seja

12




O QUE E A PROBABILIDADE?

impossivel, a partir de uma Populacdo que vota maioritariamente no Dr. Américo, obter
uma amostra aleatéria de 50 eleitores em que s6 5 votam a favor dele, é no entanto
bastante improvavel que isso aconteca. Assim, se tomarmos como hip6tese que a pro-
babilidade do Dr. Américo ganhar as elei¢cdes é superior a 1/2, o facto de obtermos um
valor muito pequeno para a probabilidade de encontrarmos em 50 eleitores, s6 5 a vota-
rem nele, leva-nos a rejeitar o modelo proposto, isto €, de que o candidato em causa se-
ria o vencedor. Estamos assim a utilizar os resultados da amostra para retirar conclusées

para a Populacao.

Sendo entdo a Probabilidade o instrumento utilizado para fazer inferéncias, € importante

responder a questéo que faz parte do titulo desta sec¢do: o que é a Probabilidade?

O termo Probabilidade que foi utilizado anteriormente com alguma frequéncia, num con-
texto especial, como j& vimos na secc¢édo anterior, é utilizado todos os dias de forma mais
ou menos intuitiva, pois nos mais variados aspectos da nossa vida, esta presente a in-

certeza:

o dizemos que existe uma pequena probabilidade de ganhar o totoloto;

e dizemos que existe uma grande probabilidade de chover num dia carregado de nu-
vens;

e 0 politico interroga-se sobre qual a probabilidade de ganhar as proximas elei¢des;

e 0 aluno interroga-se sobre qual a probabilidade de obter positiva num teste de per-
guntas multiplas, para o qual ndo estudou e responde sistematicamente ao acaso;

e 0 médico pretende saber se um medicamento novo tem maior probabilidade de cura
que o medicamento habitual, para tratar determinada doenc¢a;

e 0 comerciante pretende saber se deve rejeitar um determinado carregamento de
material, pois ao verificar um certo nimero de pecas, encontrou uma determinada
percentagem de defeituosas;

e 0 fabricante desejaria saber se um produto que pretende lancar no mercado, tera
uma boa probabilidade de aceitacao;

e 0 corretor da bolsa interroga-se sobre se serd provavel que umas ac¢bes que tem

em vista, aumentem de cotacao.

Todos estes exemplos tém uma caracteristica comum, que é o facto de ndo consequir-

mos prever com exactiddo e de anteméao qual o resultado da situacao de incerteza. Pe-
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rante as varias possibilidades que se nos apresentam, ndo sabemos qual a que se vai
verificar. No entanto os métodos probabilisticos vao-nos permitir quantificar essa incer-

teza.

Para tentar formalizar o conceito de Probabilidade vamos introduzir alguma terminologia

propria da linguagem das probabilidades.

1.3 - Experiéncia aleatdria. Espaco de resultados. Acontecimentos.

Como sabemos o objectivo da Estatistica € o estudo de Populagdes, isto €, conjuntos de
individuos (ndo necessariamente pessoas) com caracteristicas comuns que se preten-
dem estudar. A uma caracteristica comum, que assume valores diferentes de individuo
para individuo, chamamos variavel. Ao processo que consiste em recolher uma obser-

vacao de uma variavel que se pretende estudar chamamos experiéncia aleatdria.

Experiéncia aleatdria — processo que conduz a obtencéo de uma observagéo ou resul-
tado, de entre um conjunto de resultados possiveis (método utilizado para aquisicdo de
dados).

Da forma como definimos experiéncia aleatéria ressaltam algumas caracteristicas que a

caracterizam:

e Pode-se realizar repetidamente, nas mesmas circunstancias, e de forma indepen-
dente de umas vezes para as outras.

e D& um resultado, de entre um conjunto de resultados possiveis conhecidos antes da
realizacdo da experiéncia, conjunto esse a que se d4 o nome de espaco de resul-
tados.

e De entre os resultados possiveis, ndo se tem conhecimento suficiente de qual o

resultado a ser obtido, de entre os resultados do espaco de resultados.

Espaco de resultados S — conjunto de resultados possiveis associados a uma experi-

éncia aleatoria.

Sao exemplos de experiéncias aleatorias:

14
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e contar o n° de carros estacionados, na rua, ao sairmos de manhé de casa;

e perguntar a uma pessoa ao acaso, da sua cidade, quantas sdo as pessoas do seu
agregado familiar;

e perguntar a uma pessoa ao acaso, do seu bairro fiscal, qual o seu rendimento;

e perguntar a uma pessoa ao acaso, da sua rua, quantos anos tem;

e lancar uma moeda ao ar e ver o resultado que sai;

e lancar uma moeda ao ar 20 vezes e ver quantas caras saem;

e medir o tempo que de manha levamos a chegar ao emprego;

e contar o n° de desastres que encontramos, em cada dia, na ida para o emprego.

As situacdes anteriores sdo exemplos de experiéncias aleatérias, pois além de envolve-
rem aleatoriedade, o resultado da experiéncia estd bem especificado. O mesmo néo se
passa com a seguinte situagdo: ao acordar, de manha, ir a janela. Efectivamente, na si-
tuacdo anterior ndo se especificou qual o resultado possivel, de modo a termos uma ex-
periéncia aleatdria. No entanto, associado a situacdo anterior sdo experiéncias aleato-
rias:

e ao acordar, de manha4, ir a janela e ver se chove;

e ao acordar, de manhd, ir a janela e contar o n° de carros encarnados, que passam

num periodo de 5 minutos.

Relativamente a estas duas experiéncias aleatérias, os espacos de resultados associa-

dos sao respectivamente {chove, ndo chove} e {0, 1, 2, 3, ...}.

A definicdo correcta do espaco de resultados associados a uma experiéncia é um passo

fundamental para posteriormente definirmos acontecimentos.

Acontecimento - Define-se acontecimento, como sendo um subconjunto do espaco de

resultados S.

Os acontecimentos sao representados pelas letras A, B, C, ....

Exemplo 3 - Considerando a experiéncia aleatéria que consiste em perguntar a duas
pessoas escolhidas ao acaso, de uma dada cidade, se sao a favor ou contra a despena-
lizacdo do aborto, o espaco de resultados é constituido pelos seguintes resultados:

S = {(Favor Favor), (Favor Contra), (Contra Favor), (Contra Contra)}

15
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Alguns acontecimentos séo:
e uma das pessoas € contra, que podemos representar por A= {Favor Contra, Contra
Favor};
e pelo menos uma das pessoas € contra, que podemos representar por B= {Favor
Contra, Contra Favor, Contra Contra };

e as duas pessoas sao a favor, que podemos representar por C={ Favor Favor }.

Diz-se que se realizou o acontecimento A quando o resultado da experiéncia pertence a
A.

Alguns acontecimentos séo constituidos por um Unico resultado: chamam-se aconteci-
mentos elementares. Os acontecimentos elementares de um espaco de resultados S

sdo assim subconjuntos do espago, que contém um sé elemento.

Exemplo 4 - Considere a experiéncia aleatéria que consiste em lancar dois dados® e
verificar as faces que ficam voltadas para cima. ldentifique o espacgo de resultados e os

acontecimentos “o numero de pintas € igual nos dois dados” e “a soma das pintas € 7”.

Para descrever o espaco de resultados vamos considerar dois dados, um preto e um
branco, para os distinguir. O espag¢o de resultados € constituido por todos os pares de
dados considerados na figura a seguir. O nimero de elementos do espaco de resultados
€36=6x6.

O espaco anterior pode ser descrito de forma mais sintética considerando os pares or-
denados (i,j), onde representamos por i o nimero de pintas do dado 1, ou seja do dado

preto, e por j 0 nimero de pintas do dado 2, ou seja do dado branco:

! No texto, um dado é constituido por 6 faces, com 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 pintas, a menos que seja explicitamente
referido o contrério.
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S = {(i,j): i=1,2,...,6; j=1,2,...6}

Chamamos a atenc¢do que, por exemplo, o par (1,3) ndo é o mesmo que o par (3,1). No
par ordenado, o primeiro elemento refere-se a um dos dados (neste caso o dado preto) e

0 segundo elemento refere-se ao outro dado (o dado branco).

O acontecimento “o numero de pintas € igual nos dois dados” é constituido pelos pares

assinalados na figura seguinte, por uma linha a tracejado

ou em notagédo em termos dos pares ordenados
A={(11),(22),(3.3), (44),(55), (6,6)}

Finalmente o acontecimento “a soma das pintas € 7” é constituido pelos pares assinala-

dos na figura seguinte

ou em notacéo em termos dos pares ordenados
B ={(1,6). (2,5). (3.4), (4.3), (5.2), (6,1)}

Qual a diferencga entre o espaco de resultados associado a experiéncia aleatéria do lan-

¢camento de dois dados e a experiéncia que consiste no langamento do mesmo dado
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duas vezes? Nao existe diferenca, o espaco de resultados € idéntico nas duas experién-

cias.

Exemplo 5 - Se lancar 3 dados e verificar as faces que ficam voltadas para cima, como

€ constituido o espaco de resultados associado a esta experiéncia?

Utilizando uma generalizacdo da notacdo do exemplo anterior, 0 espaco de resultados
sera constituido por todos os triplos (i, j, k), em que o i, | e k, podem assumir os valores
de 1 a 6. O i refere-se a um dos dados, por exemplo o 1° a ser langado, ou se 0s qui-
sermos distinguir a um dado preto, o j refere-se ao 2° dado a ser lan¢ado, ou a um dado
branco e finalmente o k refere-se ao 3° dado a ser langado, ou a um dado vermelho. O
namero de elementos do espago de resultados, ou seja, o nimero de resultados possi-
veis€216=6 X 6 X 6.

Nota histérica (Statistics, 1991) - No século XVII, os jogadores italianos costumavam fazer
apostas sobre o numero total de pintas obtidas no langamento de 3 dados. Acreditavam que a
possibilidade de obter um total de 9 era igual & possibilidade de obter um total de 10. Por exem-
plo, diziam que uma combinacao possivel para dar um total de 9 seria
1 pinta num dos dados, 2 pintas num outro dado, 6 pintas no terceiro dado

Abreviando o resultado anterior para “1 2 6”7, todas as combinagdes para dar o 9 s&o:

126 135 144 234 225 333
Analogamente, obtinham 6 combinag¢6es para o 10:

145 136 226 235 244 334
Assim, os jogadores argumentavam que o 9 e o 10 deveriam ter a mesma possibilidade de se
verificarem. Contudo, a experiéncia mostrava que o 10 aparecia com uma frequéncia um pouco
superior ao 9. Pediram a Galileu que os ajudasse nesta contradi¢do, tendo este realizado o se-
guinte raciocinio: Pinte-se um dos dados de branco, o outro de cinzento e o outro de preto. De
guantas maneiras se podem apresentar os trés dados depois de langados? O dado branco pode
apresentar 6 possibilidades diferentes. Para cada uma destas possibilidades o dado cinzento po-
de apresentar 6 possibilidades, obtendo-se 6 X 6 possibilidades para os dois dados. Correspon-
dendo a cada uma destas possibilidades, o dado preto pode apresentar 6 possibilidades obten-
do-se no total 6 X 6 X 6 = 216 possibilidades. Galileu listou todas as 216 maneiras de 3 dados se
apresentarem depois de lancados. Depois percorreu a lista e verificou que havia 25 maneiras de
obter um total de 9 e 27 maneiras de obter um total de 10.
O raciocinio dos jogadores ndo entrava em linha de conta com as diferentes maneiras como os
dados se podiam apresentar. Por exemplo o triplo “3 3 3”, que d4 o 9, corresponde unicamente a
uma forma de os dados se apresentarem, mas o triplo “3 3 4” que da o 10, corresponde a 3 ma-
neiras diferentes:

pelo que o raciocinio dos jogadores deve ser corrigido de acordo com a tabela seguinte:

Triplos parao 9 N°de maneiras Triplos parao 10 N° de maneiras

de obter o triplo de obter o triplo
1 2 6 6 1 4 5 6
1 3 5 6 1 3 6 6
1 4 4 3 2 2 6 3
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2 3 4 6 2 3 5 6

2 2 5 3 2 4 4 3

3 3 3 1 3 3 4 3
Total 25 Total 27

Por vezes para definirmos o espacgo de resultados associados com determinadas expe-
riéncias, é necessario acrescentar algo sobre a metodologia da realizacdo da experién-
cia. Por exemplo se pretendermos obter o espaco de resultados associado a experiéncia
aleatdria que consiste em retirar duas bolas de uma urna contendo 4 bolas brancas e
duas pretas, é necessario saber se ap0s retirar a primeira bola ela é reposta ou ndo na

urna.
Extraccdes com reposicdo e sem reposicéo

Colocaram-se (Graca Martins, et al, 1999) numa caixa 3 papéis com o nome de 3 meni-
nas: Ana, Maria e Filipa. Considere a experiéncia aleatdria que consiste em retirar da
caixa 2 papéis e verificar os nomes que sairam. Qual o espaco de resultados? Para res-
ponder a esta questdo é necessario saber se a extrac¢do se faz com reposicao, isto é,
se uma vez retirado um papel e verificado 0 nome se volta a colocar o papel na caixa,
antes de proceder & extrac¢do seguinte, ou se a extracgao € feita sem reposicao, isto é,
uma vez retirado um papel, ele ndo é reposto antes de se proceder a préxima extracgao.

No esquema seguinte procuramos representar as duas situacdes.

17 extragin

Haria

Sem reposigao

27 extragio .

Filipa Filipa

Admitimos que na 12 extracc¢ao saiu o papel com o nome da Maria. Na 22 extrac¢ao, saiu
0 nome da Filipa nos dois casos, mas na extraccao com reposi¢do havia uma possibili-
dade em trés de ele sair, tal como na 12 extrac¢do, enquanto que na extrac¢do sem re-
posicdo havia uma possibilidade em duas de ele sair. Quer dizer que neste caso havia
uma maior probabilidade de sair o nome da Filipa. Os espacos de resultados S; e S,
correspondentes as duas situacdes com reposicdo e sem reposicdo, sdo respectiva-
mente:
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S. = {(Ana, Ana), (Ana, Maria), (Ana, Filipa), (Maria, Ana), (Maria, Maria), (Maria, Filipa),
(Filipa, Ana); (Filipa, Maria), (Filipa, Filipa)}

S, = {(Ana, Maria), (Ana, Filipa), (Maria, Ana), (Maria, Filipa), (Filipa, Ana), (Filipa, Ma-
ria)}.

O acontecimento “saiu 0 nome da Maria” é constituido pelos seguintes resultados, con-
siderando a extrac¢éo com reposicao e sem reposi¢cao, respectivamente:

A= {(Ana, Maria), (Maria, Ana), (Maria, Maria), (Maria, Filipa), (Filipa, Maria)}
e A = {(Ana, Maria), (Maria, Ana), (Maria, Filipa), (Filipa, Maria)}.

Exemplo 6 - Considere a experiéncia aleatoria que consiste em extrair 2 berlindes, de
um saco com 3 berlindes vermelhos e 2 azuis. Qual € o espaco de resultados?

Para ja é necessério saber se a extrac¢do se faz com reposicdo ou sem reposicdo. Va-
mos considerar as duas situagfes. Para identificar o espago de resultados serd mais facil
numerar os berlindes, pelo que vamos numerar os berlindes vermelhos com 1,2 e 3 e 0s
azuiscom 4 e 5.

Com reposicao - Quando se retira um berlinde verifica-se a cor e torna-se a repor o ber-
linde no saco antes de extrair o proximo. O espaco de resultados € constituido por todos
os resultados, em nimero de 25, do esquema seguinte:

Sem reposicédo - Neste caso o espago de resultados é constituido por todos os resulta-
dos do espaco do esquema anterior, exceptuando os pares constituidos pelo mesmo
berlinde:
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O acontecimento “tirar 2 berlindes de cor diferente” é constituido pelos resultados {(1,4),
(1,5), (2,4), (2,5), (3,4), (3,5), (4,1), (4,2), (4,3), (5.1), (5,2), (5,3)} tanto no esquema com
reposigéo, como sem reposigao.

A definicdo do espaco de resultados nem sempre esta isenta de ambiguidades. No
exemplo anterior, podemos assumir que o espaco de resultados associado com a expe-
riéncia que consiste em retirar 2 berlindes de um saco com 3 berlindes vermelhos (V) e 2
azuis (A) é constituido pelos resultados elementares {VA, VV, AV, AA} quer a extrac¢do
se faga com ou sem reposi¢do. Neste caso é-nos indiferente qual o berlinde selecciona-

do em cada tiragem, porque estamos interessados unicamente na cor.

Pode ainda acontecer que tenhamos de idealizar um modelo que ndo corresponde a rea-
lidade, mas para o qual ndo exista outra possibilidade de o definir. Por exemplo se pen-
sarmos na experiéncia aleatdria que consiste em averiguar o tempo de vida T de uma
pessoa escolhida ao acaso, consideramos para espago de resultados S = {T:T>0}. Sera
que uma pessoa pode ter 500 anos? E 400? E 200? Temos dificuldade em estabelecer
um limite superior para o valor de T, pelo que temos de nos abstrair um pouco da reali-

dade considerando aquele modelo para o espaco de resultados.

Diagramas de Venn

Uma técnica utilizada para visualizar o espaco de resultados associado a uma experién-
cia aleatoria, consiste em utilizar figuras geométricas, tais como circulos, rectangulos ou

quadrados para representar 0os acontecimentos.

Exemplo 7 — Considere a experiéncia aleatéria que consiste em verificar o sexo dos fi-

Ihos das familias de 2 filhos. O espaco de resultados € constituido pelos resultados

21



O QUE E A PROBABILIDADE?

S={MM, MF, FM, FF}. Seja A o acontecimento “pelo menos um dos filhos é do sexo

masculino”. Representando num diagrama de Venn temos

Exemplo 8 — Considere a experiéncia aleatéria que consiste em retirar 2 disquetes, de
uma caixa de 5 disquetes, em que 2 estdo avariadas. Represente, através de um dia-
grama de Venn, o espaco de resultados e o acontecimento A = {pelo menos uma dis-

quete esta avariada}.

Representando as disquetes boas por B1, B2 e B3 e as avariadas por Al e A2, temos

onde representamos, por exemplo, por B1B2, a saida das disquetes boas B1 e B2.

Esta técnica, da representagdo de acontecimentos através de diagramas de Venn, vai
ser utilizada a seguir, para exemplificar a terminologia prépria utilizada nas operagdes

com acontecimentos.

1.3.1 - Operagdes com acontecimentos

Existindo um paralelismo entre conjuntos e acontecimentos ha, no entanto, uma termi-
nologia prépria para acontecimentos. Assim, representando os acontecimentos por A, B,

C, ..., temos:

- Acontecimento Complementar do acontecimento A:

22



O QUE E A PROBABILIDADE?

O acontecimento complementar do acontecimento A, representa-se por A ou A° e é o

acontecimento constituido por todos os resultados de S, que ndo estdo em A.

Exemplo 9 — Considere a experiéncia aleatoria que consiste em lancar um dado e veri-
ficar a face que sai, identificada pelo nimero de pintas. O acontecimento complementar
do acontecimento A, “saida de face par” constituido pelos resultados A={2, 4, 6}, é o

acontecimento K “saida de face impar”, constituido pelos resultados Z ={1, 3, 5}.

- Acontecimento A implica B
O acontecimento A implica a realizacdo do acontecimento B, quando todo o resultado de

A é um resultado de B; indica-se este facto escrevendo AcB.

Exemplo 9 (cont) — O acontecimento C, “saida da face 2", implica a realizagdo do acon-

tecimento A, pelo que se escreve CcA.

- Acontecimento Interseccédo
Interseccao dos acontecimentos A e B, AnB , ou (A e B) é o acontecimento que se rea-

liza sse A e B se realizam simultaneamente.

Exemplo 10 — Considere a experiéncia aleatéria que consiste em averiguar num grupo
de 5 amigos, constituido pelo Jodo, Manuel, Tiago, Tomas e David, se praticam algum

desporto e se sao casados ou ndo. Se soubermos que o Jodo, o Tomas e o David sdo
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casados e que o Tiago e David praticam desporto, temos, representando por C o aconte-
cimento “ser casado” e por N o acontecimento “n&o praticar desporto”:
CnN = {Joédo, Tomas}

isto &, s6 0 Jodo e o Tomas é que sao casados e nao praticam desporto.

- Acontecimento UnidoUnido dos acontecimentos A e B, AUB , ou (A ou B) é o aconte-

cimento que se realiza sse A ou B se realizam.

Exemplo 10 (cont.) — O acontecimento unido de Ce N é
CuUN = {Jodo, Manuel, Tomas, David}

isto é, 0 Jodo, 0 Manuel, 0 Tomas e o0 David ou sdo casados ou ndo praticam desporto.

- Acontecimentos Disjuntos
Acontecimentos disjuntos ou acontecimentos mutuamente exclusivos sdo aconteci-

mentos em que a realizacdo de um deles implica a n&o realizag&o do outro.

Exemplo 11 — Considere a experiéncia aleatédria que consiste em verificar qual o nimero
de carros que um “stand” de automdveis vende por dia. Sendo o espago de resultados
S={0, 1, 2, 3, ...}, os acontecimentos “vende no maximo dois carros” e “vende pelo me-
nos 3 carros”, representados respectivamente por A={0, 1, 2} e B= {3, 4, 5,...}, sado dis-
juntos. Neste caso, 0s acontecimentos além de disjuntos sdo complementares, pois a

sua unido é o espaco de resultados.

- Acontecimento Impossivel
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Acontecimento impossivel é o acontecimento que resulta da intersec¢do de aconteci-
mentos mutuamente exclusivos. Analogamente ao que se passa ha teoria dos conjuntos,
representa-se por J ( simbolo do conjunto vazio, mas que aqui se I& acontecimento
impossivel e ndo acontecimento vazio). Entdo, com esta notacdo introduzida para o

acontecimento impossivel, temos:
Se dois acontecimentos séo disjuntos, entdo AnB = J.

Exemplo 12 — Considere experiéncia que consiste em perguntar a um aluno da turma F1
do 12° ano da Escola Professor Herculano de Carvalho, o que fara no pré6ximo sabado, a
noite. Admitindo que o espaco de resultados é S = {ficar em casa, ir ao cinema, ir a dis-
coteca, ir passear de carro}, os acontecimentos A = {ficar em casa} e B = {ir ao cinema, ir
passear de carro} sdo disjuntos, pelo que a sua intersec¢éo é o acontecimento impossi-

vel:

S1a
ir passear

ficar emcasa .

ir ao cinena
®

ir adiscoteca
e

- Acontecimento Diferenca
Acontecimento diferenca entre A e B, A-B, é 0 acontecimento que se realiza sse A se

realiza, sem que B se realize.

Exemplo 12 (cont.) — Representando por C = {ir ao cinema, ir a discoteca}, vem B-C = {ir

passear}, representado no diagrama de Venn, a tracejado
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Actividade

Numa determinada Universidade, verificou-se que, de entre os 115 alunos do 1° ano no
ano lectivo de 98/99, em determinado curso com 3 disciplinas:

57 foram aprovados em Andlise Infinitesimal

45 foram aprovados em Algebra

87 foram aprovados em Probabilidades

28 foram aprovados em Andlise e Algebra

35 foram aprovados em Andlise e Probabilidades

30 foram aprovados em Algebra e Probabilidades

15 foram aprovados em Andlise, Algebra e Probabilidades

Represente num diagrama de Ven os acontecimentos anteriores:

O diagrama anterior permite ainda concluir que:
2 alunos s6 foram aprovados a Algebra
9 alunos s6 foram aprovados a Analise
37 alunos s6 foram aprovados a Probabilidades
4 alunos nédo foram aprovados a nenhuma das 3 disciplinas
111 alunos foram aprovados a pelo menos uma disciplina
13 alunos s6 foram aprovados a Andlise e Algebra
20 alunos s6 foram aprovados a Analise e Probabilidades

15 alunos s6 foram aprovados a Algebra e Probabilidades
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Actividade

Suponha que vai a um supermercado e compra 5 iogurtes de marca “Bem Bom” e 3 de
marca “Apetitoso”. Como ia com muita pressa nem reparou de que sabor eram os iogur-
tes. Considere a experiéncia aleatéria que consiste em verificar quantos iogurtes, de ca-
da uma das marcas, sao de morango. Represente num diagrama de Venn os aconteci-
mentos :
A - S6 comprou um iogurte de morango;
B - Comprou no maximo 3 iogurtes de morango;
C - Comprou pelo menos 5 iogurtes de morango.
Resolucao:
Representando pelo par (i,j) 0 acontecimento elementar que consiste em obter i iogurtes
de morango da marca “Bem Bom” e j iogurtes de morango da marca “Apetitoso”, o es-
paco de resultados é constituido pelos seguintes resultados:
S ={(0,0),(0,1), (0,2), (0,3), (1,0), (1,1), (1,2), (1,3), (2,0), (2,2), (2,2), (2,3), (3,0), (3,1),
(3,2), (3,3), (4,0), (4,1), (4.2), (4,3), (5,0), (5,1), (5,2), (5,3)}-
Os acontecimentos A, B e C seréo:
A ={(0,1), (1,0)}
B ={{(0,0).(0,1), (0,2), (0,3), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2,1), (3,0)}
C ={(2,3), (3.2), (3,3), (4,1), (4,2), (4,3), (5,0), (5,1), (5,2), (5,3)}.

Nota: De um modo geral os diagramas de Venn ndo séo construidos a escala, pelo que
a area ocupada com a figura utilizada para representar um acontecimento ndo é neces-

sariamente proporcional a probabilidade de esse acontecimento se realizar.
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1.4 - Modelos de Probabilidade

Um dos primeiros passos na definicdo de um modelo de probabilidade que descreva
uma experiéncia aleatoria é precisamente a definicdo do espaco de resultados associa-
do. Posteriormente teremos de associar probabilidades a cada um dos elementos do
espaco de resultados. Por exemplo, na experiéncia aleatoria que consiste no langcamento
de um dado e em verificar a face que fica voltada para cima, identificamos o espaco de
resultados como S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Se além disso admitirmos que o dado é equilibra-
do, entdo é natural atribuir a cada um dos acontecimentos elementares a probabilidade

1/6, obtendo o modelo de probabilidade representado na seguinte tabela:

Acontecimento 1 2 3 4 5 6
elementar
Probabilidade 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Analogamente, se considerarmos a experiéncia aleatéria que consiste em lancar uma
moeda equilibrada e em verificar a face que fica voltada para cima, é natural considerar
como espaco de resultados S={Face, Coroa} e atribuir a cada dos acontecimentos ele-
mentares associados {Face} e {Coroa} a probabilidade 1/2. No entanto, pode acontecer
ao lancar uma moeda ela ficar em pé! Assim, o espaco de resultados deveria ser
S={Face, Coroa, em pé}. Porque € que entdo ndo se considera? O problema é que nés
andamos a procura de um modelo que traduza o melhor possivel a situagéo real, mas
que por outro lado seja simples. Ora, ao assumirmos para esta experiéncia do lanca-
mento da moeda este Ultimo espaco de resultados estariamos a complicar demasiado o
modelo, ja que agora teriamos sérias dificuldades para atribuir probabilidades a cada um
dos acontecimentos elementares, além de que ficariamos com um modelo que acabava
por desvirtuar a realidade da experiéncia em causa. O objectivo da escolha de um mo-
delo é o de encontrar um que consiga apreender os aspectos importantes do fendmeno
a estudar, associado a experiéncia aleatéria em causa, mas que seja suficientemente
simples para se conseguir trabalhar. O estatistico Georges Box afirmava que: Todos os

modelos sdo maus; alguns modelos séo uteis.

Suponhamos agora que sabiamos que a nossa moeda nao era equilibrada. Consideran-
do o espaco de resultados S={Face, Coroa}, como atribuir probabilidades a cada um dos

acontecimentos elementares? Um processo sera repetir a experiéncia um grande nu-
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mero de vezes e considerar como valor aproximado para a probabilidade de sair Face, a
frequéncia relativa da saida de Face no nimero de provas realizado (proporcdo de vezes
que se verificou Face). Se, por exemplo, em 10000 lancamentos se verificou a saida de

Face 4815 vezes poderemos adoptar como modelo de probabilidade o seguinte:

Acont. elementar Face Coroa
Probabilidade .48 .52

Consideremos ainda o seguinte exemplo, onde utilizamos o diagrama em arvore, que é
uma técnica utilizada com frequéncia para ajudar a descrever resultados associados a
experiéncias aleatérias que envolvam varios passos, assim como para ajudar a obter

calculos associados com os resultados referidos.

Exemplo 13 - Duas equipas de baseball, muito equilibradas, disputam um torneio de 4
jogos. Regista-se o resultado de cada jogo (ndo esta previsto o empate).

a) Descreva o espaco de resultados associado a experiéncia aleatéria que consiste em
verificar quais os resultados da equipa 1 nos quatro jogos.

b) Seja A o0 acontecimento: A equipa 1 ganha exactamente 3 jogos. Quais 0s aconteci-
mentos elementares que compdem A?

c¢) Atribua probabilidades aos acontecimentos elementares.

Resolucao:

a) O espaco de resultados € constituido por todos os conjuntos de 4 elementos da figura
seguinte, onde representamos por G e P respectivamente a equipa 1 ganha ou perde.

b) Os acontecimentos elementares que compdem A encontram-se assinalados com **,

¢) Como admitimos que existe igual possibilidade da equipa ganhar ou perder em cada
jogo, é natural esperar que cada resultado do espaco de resultados tenha a mesma pro-
babilidade, ou seja 1/16.

1° jogo 2° jogo 3°jogo 4° jogo
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Se temos um modelo de probabilidade bem definido sera natural que se pretenda calcu-
lar a probabilidade de qualquer acontecimento relacionado com a experiéncia em causa,
e que ndo seja um acontecimento elementar. A que sera igual entdo a probabilidade do
acontecimento A, que representamos por P(A)? Uma vez que este acontecimento é
constituido por 4 acontecimentos elementares, existem 4 possibilidades em 16 de ele se
realizar, de forma que P(A) = 4/16 = 1/4.

Pensemos agora na experiéncia aleatéria que consiste em verificar qual o resultado do
jogo Benfica-Sporting no préximo campeonato. O espaco de resultados € constituido
pelos resultados S = {Benfica ganha, Benfica empata, Benfica perde}. Como atribuir
probabilidades a estes acontecimentos elementares? Temos aqui uma situacdo em que
temos dificuldade em considerar um modelo de probabilidade, pois quaisquer duas pes-
soas podem considerar modelos diferentes. Por exemplo, um individuo pode ter algumas

razdes que o levem a considerar o seguinte modelo:

Acontecimento Benfica ganha Benfica empata Benfica perde
Probabilidade .65 .25 10

Outra pessoa qualquer ndo considerard 0 mesmo modelo, necessariamente.
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Os exemplos anteriores ajudaram-nos a compreender como é que se pode atribuir um
namero para representar a Probabilidade de um acontecimento, que se pode definir co-
mo sendo uma medida da credibilidade da sua ocorréncia, dando-nos ao mesmo tempo

indicacdo de algumas regras basicas a que deve obedecer qualquer modelo.

Probabilidade de um acontecimento — € um ndmero que mede a possibilidade de esse

acontecimento se realizar.

Consideremos uma experiéncia aleatéria que conduza a um espago de resultados S dis-
creto, isto €, que s6 assume um numero finito ou infinito numeravel de resultados distin-
tos que representamos por E,, E,, E, ..... Entdo, qualquer que seja o modo de construir
0 modelo de probabilidade (isto &, obter as probabilidades associadas aos acontecimen-
tos elementares que constituem o espaco de resultados), vamos fixar como regras basi-

cas as seguintes:

Regra 1 - A probabilidade de qualquer acontecimento elementar E; € um nimero entre 0
el

0<P(E)<1
Regra 2 - A soma das probabilidades dos acontecimentos elementares que compdem o
espaco de resultados S = {E;, E,, E3, ...} éigual a 1

D PE) =1

Qualquer que seja 0 acontecimento A, associado ao espaco de resultados S, define-se:

A probabilidade P(A) do acontecimento A, é a soma das probabilidades dos aconteci-

mentos elementares que compdem A.
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1.5 - Aproximagdes conceptuais para a Probabilidade

Vamos apresentar de seguida algumas teorias que nos conduzem a processos de cons-
truir modelos de probabilidades, isto €, uma vez definido o espago de resultados, indi-
cam-nos o processo de obter valores para as probabilidades dos acontecimentos asso-

ciados.

1.5.1 - Aproximacao frequencista de Probabilidade

Retomemos a definicdo de experiéncia aleatéria. Desta definicdo, vimos que uma das
suas caracteristicas consistia no facto de se poder repetir, nas mesmas circunstancias.
Vamos entdo repetir a experiéncia um grande nimero de vezes e registar a frequéncia
relativa - proporcéo de vezes - com que um determinado resultado - acontecimento ele-

mentar - ocorreu.

A medida que o nimero de repeticdes da experiéncia aleatéria aumenta, a frequéncia
relativa do acontecimento elementar tende a estabilizar para um valor entre 0 e 1. Este
valor, é interpretado como sendo a Probabilidade desse acontecimento elementar se

realizar.

Suponhamos, por exemplo, a experiéncia aleatéria que consiste no langamento de uma
moeda ao ar e observar a face que fica virada para cima. Realizaram-se 100 langcamen-

tos, tendo-se obtido os seguintes resultados:

cara 21 cara 41 cara 61 coroa 81 cara
coroa 22 coroa 42 cara 62 cara 82 coroa
cara 23 cara 43 coroa 63 coroa 83 cara
cara 24 cara 44 coroa 64 coroa 84 cara
cara 25 coroa 45 coroa 65 coroa 85 coroa
coroa 26 cara 46 coroa 66 coroa 86 cara
coroa 27 cara 47 coroa 67 coroa 87 cara
coroa 28 cara 48 cara 68 cara 88 coroa
coroa 29 coroa 49 cara 69 cara 89 coroa
10 coroa 30 cara 50 cara 70 cara 90 cara
11 cara 31 cara 51 coroa 71 coroa 91 coroa
12 coroa 32 coroa 52 cara 72 cara 92 coroa
13 cara 33 coroa 53 cara 73 cara 93 coroa
14 coroa 34 cara 54 cara 74 coroa 94 coroa
15 cara 35 cara 55 coroa 75 cara 95 cara
16 coroa 36 coroa 56 cara 76 cara 96 cara
17 cara 37 cara 57 coroa 77 coroa 97 coroa
18 cara 38 coroa 58 cara 78 coroa 98 cara
19 coroa 39 coroa 59 coroa 79 coroa 99 cara
20 cara 40 coroa 60 coroa 80 cara 100 cara

O©CO~NOUPA,WNPE
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Se ao fim dos 100 lancamentos se verificaram 49 coroas, entdo a frequéncia relativa
com que se verificou o acontecimento saida de coroa foi de 0.49. O valor para que tende
a frequéncia relativa da saida de coroa, ao fim de um grande ndmero de langcamentos, é

interpretado como a probabilidade do acontecimento saida de coroa.

O grafico obtido para a frequéncia relativa apds cada langamento, tem o seguinte as-

pecto:

0.60

0.50 — = =S =

0.40 A

0.30 1

0201 -

0.10 1

0.00

0 20 40 60 80 100
N° de langamentos

A frequéncia relativa, a medida que o nimero de provas aumenta, tem tendéncia a esta-

bilizar a volta do valor 0.5. Assim, dizemos que a probabilidade de sair coroa € 0.5.

Observacdo: Chamamos a atencdo, ainda relativamente a este exemplo, para o se-
guinte: ndo é correcto dizer que a medida que o numero de langamentos aumenta, 0
namero de coroas se aproxima de metade do nimero de langamentos. A regularidade a
longo termo significa que a frequéncia relativa da saida de coroa tende a estabilizar.
Neste caso, ao fim de 100 langamentos o nimero de coroas foi de 49; se continuasse-
mos a fazer lancamentos poderia acontecer que ao fim de 500, 1000, 2000 e 3000 lan-
¢amentos, o nimero de coroas obtidas fosse respectivamente de 253, 495, 993 e 1510

como se apresenta na seguinte tabela:
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N° lanca- N° coroas obti- Metade dos ly - X]| Freq. rela-
mentos das lanc. tiva
X y
100 49 50 1 0.49
500 253 250 3 0.51
1000 495 500 5 0.50
2000 993 1000 7 0.50
3000 1510 1500 10 0.50

Como se verifica, pode acontecer que o numero de coroas obtidas se afaste de metade
do ndmero de lancamentos, ndo impedindo que a frequéncia relativa tenha tendéncia a

estabilizar a volta do valor 0.50.

Define-se probabilidade (definicdo frequencista) de um acontecimento A e representa-se
por P(A) como sendo o valor obtido para a frequéncia relativa da realizacdo de A, num

grande nimero de repeticdes da experiéncia aleatdria.

Exemplo 14 - Suponha que langa um dado 1000 vezes e verifica a face que ficou voltada

para cima, tendo obtido os seguintes resultados:

Face Freg. abs. Freq. rel.(%)
1 159 15.9%
2 163 16.3%
3 160 16.0%
4 161 16.1%
5 86 8.6%
6 271 27.1%

Perante os resultados anteriores somos levados a sugerir para o dado o seguinte modelo

de probabilidade:

Face Probabilidade
1 16%
2 16%
3 16%
4 16%
5 9%
6 27%

Os resultados anteriores levam-nos a concluir que estamos perante um dado “viciado”,
pois as faces nado tém todas a mesma probabilidade de sairem, como seria de esperar

num dado “equilibrado”.

Exemplo 15 - Qual a probabilidade de ao retirar uma carta ao acaso de um baralho de

52 cartas, ela ser um As? Suponha que tem um baralho de cartas e pede a alguém para
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retirar uma carta; verifica se € As e repde a carta novamente no baralho. Repete esta
experiéncia 1000 vezes, tendo o cuidado de entre duas extrac¢des sucessivas, embara-

Ihar as cartas. Os resultados obtidos foram os seguintes:

N° repeticoes Freg. abs. As Freq. rel. As
1000 78 0.078

Perante os resultados anteriores sugere-se a probabilidade de 8% para a saida de As.

Actividade — Exemplo de como organizar uma experiéncia na sala de aula

Embora a nocéo frequencista de probabilidade seja elementar, para a interiorizagédo
deste conceito ndo basta normalmente o seu simples enunciado teérico. Para que o alu-
no apreenda integralmente a nocéo frequencista de probabilidade torna-se necessério
que ele obtenha experimentalmente a probabilidade de varios acontecimentos.

A primeira questdo que se pde ao professor é como organizar uma aula para se determinar
a probabilidade de um acontecimento. Claro que tudo depende das caracteristicas da turma e dos
habitos de trabalho que o professor tenha com os seus alunos. No entanto, atrevemo-nos a dar al-
gumas sugestdes.

1° Para que se possa ter alguma confianga no valor da frequéncia relativa como
aproximacdo da probabilidade procurada, é preciso fazer muitas experiéncias. Ora, tor-
na-se cansativo uma s pessoa fazer essas experiéncias todas. Interessa entdo que toda
a turma faga experiéncias e se juntem depois os resultados de todos.

2° Na maior parte das vezes, os alunos podem estar agrupados aos pares. Um
faz a experiéncia e o0 outro regista os resultados. Se se tratar de um jogo, jogam um con-
tra o0 outro e vao registando quem vence.

3° Logo que um grupo termina o nimero de experiéncias proposto pelo profes-
sor, um dos seus elementos vai ao quadro registar quantas vezes fez a experiéncia e
gquantas vezes se verificou 0 acontecimento em estudo.

4° Previamente, o professor deve ter preparado no quadro uma tabela para que
os alunos possam, sem ambiguidades, registar os resultados das suas experiéncias. Eis
dois exemplos, um para o caso de se estar a analisar um jogo com dois jogadores A e B,
outro para o caso de a experiéncia consistir em ver se um dado acontecimento se verifi-

ca.

Jogador A | Jogador B N° de experi. N° de éxitos

18 12 40 11
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15 15 40 14
22 8 40 10
Total 197 133 Total 500 163

5° Depois de todos os grupos terem ido ao quadro registar os seus resultados,
os alunos copiam a tabela para os seus cadernos, determinam os totais das varias colu-
nas (que sdo escritos também na tabela do quadro), fazem os calculos necessarios e

tiram conclusoes.

Actividade A casa da “morte” no Jogo da Gléria

No Jogo da Gléria, cada jogador parte da casa de partida P e o objectivo é ser o
primeiro a chegar a Ultima casa do tabuleiro. Na sua vez de jogar, lanca um dado e
avanca o correspondente nimero de casas. A casa onde vai parar pode dar direito a um
prémio ou a um castigo.

Numa certa versdo deste jogo, a casa n° 9 é a “casa da morte”: quem la cair &
eliminado.

Qual é a probabilidade de um jogador ser eliminado?

Resolucao:
O valor teérico da probabilidade pedida ndo é facil de calcular com os conheci-
mentos que se tém neste nivel de ensino. Entdo, o que ha a fazer é usar um processo

experimental para se obter um valor aproximado da probabilidade.

1° Processo — Experimentacéo directa

Cada aluno faz um desenho do tabuleiro e arranja uma marca e um dado.

Uma experiéncia consiste em colocar a marca na casa de partida, e ir langcando
0 dado e avancando a marca até que esta caia na casa 9 ou a ultrapasse.

Cada aluno faz umas 20 ou 30 experiéncias, registando sempre o resultado de
cada uma. Quando acaba, vai ao quadro escrever o nimero total de experiéncias que
fez e o nUmero de vezes em que caiu na casa da morte.

Se a turma tiver 20 alunos, consegue-se assim o resultado de 400 a 600 experi-

éncias.
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Calcula-se a frequéncia relativa dos casos em que o jogador foi eliminado. Esta

frequéncia € uma boa estimativa da probabilidade.

2° Processo — Simulagcdo com a calculadora

Em vez de usar dados e tabuleiros, podemos fazer uma simulagdo usando a
calculadora.

A maneira mais simples é p6r a calculadora a funcionar como dado. Carregamos
em MATH, vamos ao menu PRB (probabilidades) e escolhemos a opcao 5:randInt(. Esta
funcdo da maquina gera nimeros aleatdrios inteiros dentro dos limites que indicarmos,
separados por uma virgula. No caso de um dado, os limites sdo evidentemente 1 e 6.

Cada vez que teclarmos ENTER obtemos a simula¢éo do langamento do dado.

Depois, ou usamos um tabuleiro desenhado no papel e uma marca, ou vamos
somando mentalmente os numeros saidos, verificando se caimos na casa 9 ou se a ul-
trapassamos. Apos cada experiéncia, convém fazer CLEAR para que nao haja confuséo

com 0s numeros saidos anteriormente.

3° Processo — Programa de simulacdo com a calculadora

E possivel usar um programa muito simples que faca todo o trabalho anterior por
nds. Em anexo neste livro estd o programa GLORIA que faz precisamente isto. Chama-
mos 0 programa, indicamos quantas experiéncias queremos fazer e passado uns mo-
mentos a maquina indica-nos o nimero de experiéncias e a frequéncia relativa de resul-

tados correspondentes a ter caido na casa 9.
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O programa demora cerca de 18 segundos a fazer 100 experiéncias. O resultado
foi uma frequéncia relativa de 0,27. Mas 100 experiéncias sao poucas. O programa per-

mite continuar a simulacdo, acrescentando mais experiéncias.

Ao fim de 500 experiéncias, a frequéncia relativa da queda na casa da morte foi
de 0,276. Por curiosidade, fomos avancando até as 5000 experiéncias e a frequéncia
relativa final foi aproximadamente 0,285. A verdadeira probabilidade deve ser muito pro-

xima deste valor.
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Actividade — Um jogo de cinco dados

Lancam-se cinco dados. Para ganharmos tem de sair o nimero 5 mas nao pode sair o 6.

Qual é a probabilidade de ganhar?

Numa fase inicial do estudo das probabilidades, os alunos ainda ndo tém conhecimentos
que Ihes permitam responder a pergunta com o valor exacto. No entanto, podem obter

experimentalmente uma aproximacao razoavel.

Para isso, cada aluno arranja cinco dados, faz muitas experiéncias e regista os resulta-
dos. Se ndo houver dados que cheguem para todos ou se quisermos ser mais rapidos,

podemos fazer uma simula¢do com a calculadora grafica.

Na TI-83 carregamos na tecla MATH e em PRB escolhemos a instrugéo 5:randint(. De-
pois escrevemos, separados por virgulas, os limites entre 0s quais queremos que a ma-
quina escolha nimeros inteiros ao acaso: 1 e 6. Como queremos o resultado de cinco
dados, acrescentamos mais uma virgula e o nimero 5. Agora, cada vez que carregar-

mos em ENTER, aparecem os cinco valores dos dados.

¢~~~ O @]
HBTH HUM CP= |sEE randIntol 6,52
lirand i1 633 67
2inPr 2213 1%
ItnCr 133562
i 323 2 67
randInt( 22435 3%
frandborm
FirandBing

Temos de olhar para grupo de cinco dados e ver se tem um 5 e se ndo tem 6. Nas expe-
riéncias que estdo na figura anterior, perdemos as quatros primeiras jogadas e ganha-

mos na ultima.

Para ser mais facil e evitar enganos, podemos dar trés instrugdo simultaneas a maquina:
guardar os cinco valores numa lista (L6, por exemplo), ordenar a lista e mostra-la. Estas

trés instrucbes devem estar separadas por dois pontos.
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C~~~ y LIST O O
MATH HUM CP= [S&Es HAMES MATH randIntCl.&. 53030
liran Sort 6:SortAcLer:Lls
2inPr fSortOr 334 4 43
JinCr Jidim 1133 3
4:! 4iFille 3355 5>
randInt( Sisey 395 36
frandormd G2 CLMSUM {11 22 3 62
rirandBine Flalistc

Agora basta olhar para o nimero da direita em cada lista. Se for um 5 ganhamos, se ndo

for perdemos. No exemplo anterior, nas cinco jogadas feitas, s6 ganhamos na terceira.

Se, numa turma, cada aluno fizer umas 50 experiéncias, registando o nUmero de experi-
éncias e o numero de vezes que ganhou, faciimente se conseguem 1000 resultados. Foi
0 que fizemos. Em 1000 experiéncias, ganharam-se 276 vezes, 0 que corresponde a

uma frequéncia relativa de 0,276.

Podemos entdo prever que a probabilidade de ganhar huma jogada vai ser proxima des-

te valor, nédo longe dos 28%.

Claro que quantas mais experiéncias fizermos, mais confianca poderemos ter nos resul-
tados. Por isso, juntamos os resultados de varias turmas até chegar as 10000 experién-
cias. O numero de vitorias foi de 2731. A frequéncia relativa é 0,2731 e portanto a proba-

bilidade procurada devera estar proxima dos 27%.

Mais adiante, iremos calcular o valor exacto desta probabilidade.
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1.5.2 - Definicao classica de Probabilidade ou de Laplace

Voltando ainda ao exemplo do dado, suponhamos que este é equilibrado, isto €, em
qualguer lancamento pode sair uma qualquer das seis faces com igual possibilidade.
Entéo, por exemplo a probabilidade de sair a face 2 € de 1 em 6, ou seja 1/6. Analoga-

mente para qualquer uma das outras faces.

Suponhamos agora que temos uma caixa com 5 berlindes, 3 vermelhos e 2 azuis, que
se diferenciam unicamente pela cor. Se se meterem 0s berlindes num saco e se extrair
um sem olhar para dentro do saco, qual a probabilidade de obter um berlinde azul? Co-
mo temos 5 berlindes, dos quais 2 azuis, temos uma possibilidade de 2 em 5 de tirar um

berlinde azul, ou seja uma probabilidade igual a 2/5.

Se dado um baralho de cartas, pretendermos saber qual a probabilidade de sair o As de
paus, como temos uma carta favoravel para a nossa pretensio (As de paus) de entre 52

possiveis, entdo a probabilidade pretendida é 1/52.

Mais geralmente, se o espaco de resultados S é constituido por um ndmero finito n de
elementos — resultando assim em n acontecimentos elementares, todos eles igualmente

possiveis, a probabilidade de cada acontecimento elementar € 1/n.

Considerando de novo a experiéncia do langamento do dado, qual a probabilidade de se

realizar o acontecimento “sair uma face par”?

Neste momento temos 3 faces favoraveis, de entre 6 possiveis, pelo que a probabilidade
pretendida é de 3/6 ou 1/6 + 1/6 +1/6, que é a soma das probabilidades dos aconteci-

mentos elementares que conduzem a realizagao do acontecimento.

Definida intuitivamente a probabilidade de um acontecimento elementar, define-se Pro-
babilidade de um acontecimento A e representa-se por P(A), como sendo a soma das

probabilidades dos acontecimentos elementares que compdem A.

E costume interpretar esta probabilidade como sendo a raz&o entre o nimero de resul-

tados favoraveis a A (resultados que compdem A) - n, € 0 nimero de resultados pos-

siveis (resultados que constituem S) - n:
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Dado o espaco de resultados S constituido por um namero finito n de elementos, todos
eles igualmente possiveis, define-se Probabilidade de um acontecimento A e repre-

senta-se por P(A), como sendo a razdo entre o numero de resultados favoraveis a A
(resultados que compdem A) - n, € 0 nimero de resultados possiveis (resultados que

constituem S) - n:

P(A) =

Exemplo 15 (cont) - Pretende- se saber qual a probabilidade de ao retirar uma carta de
um baralho se obter um As. O nimero de casos favoraveis a realizacdo do aconteci-
mento “saida de um As” é 4, ja que temos 4 ases. Como o nimero de casos possiveis &

52, entdo teremos para a probabilidade pretendida

o 4
P(saida de As) = 5 =0.077 =0.08

Exemplo 16 - De um grupo constituido por duas meninas e dois meninos, seleccio-
nam-se ao acaso 2 criangas para realizarem um jogo de ténis. Qual a probabilidade de:
a) Serem os dois meninos?

b) Ser um menino e uma menina?

Resolucdo: Comecando por identificar os dois meninos por M1 e M2 e as duas meninas
por F1 e F2 vamos construir o espaco de resultados associado a experiéncia aleatoria

que consiste em seleccionar duas criangas ao acaso de entre as quatro:

S = {(M1, M2), (M1, F1), (M1, F2), (M2, M1), (M2, F1), (M2, F2),
(F1, M1), (F1, M2), (F1, F2), (F2, M1), (F2, M2), (F2, F1)}

Os acontecimentos de que pretendemos calcular as probabilidades séo
“dois meninos” = {(M1, M2), (M2, M1)}

“menino e menina” = { (M1, F1), (M1, F2), (M2, F1), (M2, F2), (F1, M1), (F1, M2),
(F2, M1), (F2, M2)}

Assim, as probabilidades pretendidas séo:
2

1
P(dois meninos) = = =
12 6
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P(menino e menina) = — = g
12 3

Observacédo: Obviamente que a seleccédo tem de ser feita sem reposi¢édo, pois sdo ne-

cessarias duas pessoas para o jogo!

Actividade - Um jogo com dois dados

Uma boa actividade introdutéria ao estudo das probabilidades é apresentar este jogo aos
alunos e perguntar-lhes se lhes parece que algum dos jogadores esta em vantagem.
JOGO DOS DOIS DADOS

— Dois jogadores.

— Em cada jogada, cada jogador lan¢ca um dado e somam-se os pontos dos dois
dados.

— O jogador A marca um ponto se a soma for 5, 6, 7 ou 8.

— O jogador B marca um ponto se a soma for 2, 3, 4, 9, 10, 11 ou 12.

— Ganha quem primeiro obtiver 20 pontos.

Depois de ouvir as opinides dos alunos mas antes de as discutir, propor que eles
facam alguns jogos. Para isso, devem organizar-se em grupos de dois, escolhendo entre
si qual deles é o jogador A e qual é o B.

Uma boa parte dos alunos prefere ser o jogador B porque, das onze somas pos-
siveis, ha sete que fazem o jogador B ganhar e sé quatro que o fazem perder. Um pouco

. .7
apressadamente concluem que a probabilidade de ganhar seria ek

Depois de cada aluno receber um dado, cada grupo de alunos faz um jogo.

Se o professor ndo dispuser de dados suficientes, pode-se usar a calculadora
grafica para simular o lancamento dos dados.

Na TI-83 carregamos na tecla MATH e em PRB escolhemos 5:randint(. Depois
escrevemos, separados por virgulas, os limites entre 0os quais queremos que a maquina
escolha ndmeros inteiros ao acaso: 1 e 6. Como queremos o resultado de dois dados,
acrescentamos mais uma virgula e o nimero 2. Agora, cada vez que carregarmos em

ENTER aparecem dois nimeros correspondentes aos dois dados.
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Somando os dois nimeros, vemos se foi o jogador A ou o jogador B a ganhar.
Neste exemplo, o jogador A marcou pontos no 2°, 3° e 6° lancamentos.
Terminado o jogo, cada grupo vai ao quadro registar o seu resultado numa tabe-

la com o seguinte aspecto.

Jogador A | Jogador B
20 14
19 20
20 16
Total 274 223

Normalmente, o jogador A ganhara a maior parte dos jogos. Isto faz-nos suspei-
tar que A esta em vantagem. Além disso, a soma dos pontos de todos os jogos, é tam-
bém maior para A. No exemplo que aqui apresentamos, vemos que A fez 274 pontos e B
fez 223.

Houve 274 + 223 = 497 jogadas. Entdo, as frequéncias relativas das jogadas
vitoriosas para cada jogador séo:

223

274
fa= 297 = (0.551 fB = 297 = (0.449

Em seguida, o professor pode propor aos alunos que procurem mostrar que re-
almente o jogador A esta em vantagem. Se necessario, ir indicando pistas:

Serd a soma “2” tdo facil de acontecer como a “7”"? S6 sai “2” se em ambos os
dados sair 1, enquanto que “7” é possivel de varias maneiras: 1+6 ou 2+5 ou 3+4 ou ...

Por outro lado, sair 3 num dado e 4 no outro é diferente de sair 4 no primeiro e 3
no segundo...

Pedir em seguida aos alunos que identifiguem os dados — por exemplo, dado
azul e dado vermelho — e facam uma tabela de duas entradas com todos 0s casos pos-

siveis.

" | Dado Vermelho "
1 2 3 4 5 6 "
" 1 |2 3 4 5 6 7 "
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Dado 2|3 4 5 6 7 8
3 |4 5 6 7 8 9

azul 4 |5 6 7 8 9 10
516 7 8 9 10 11
6 |7 8 9 10 11 12

Vé-se entdo que ha 36 casos elementares possiveis e organiza-se um quadro

com o numero de casos favoraveis para cada resultado.

Resultado 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (11 |12

Casos favoraveis 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

Agora ja podemos ver se algum jogador tem vantagem.

O jogador A ganha se sair 6, 7, 8 ou 9.

Os casos favoraveis a A séo 5+6+5+4 = 20.

O jogador B ganha saindo 2, 3, 4, 5, 10, 11 ou 12.

Os casos favoraveis a B séo 1+2+3+4+3+2+1 = 16.

Conclui-se entdo que o jogo é favoravel ao jogador A, apesar de s6 Ihe servirem
quatro resultados. A probabilidade de ele ganhar uma jogada é g—g ou 55.6%.

16
Para o jogador B, a probabilidade de ganhar é % ou 44.4%.

Esta actividade pode ser formalmente apresentada da seguinte forma: Considere a expe-
riéncia aleatdria que consiste em lancar dois dados e em verificar a soma das pintas das
faces que ficam viradas para cima. Qual a probabilidade de se obter um 6, 7, 8 ou 9?
Como o espago de resultados S associado a esta experiéncia é constituido por S =
{(1,1), (1,2), ..., (1,6), (2,1), (2,2),..., (2,6), (3,1), (3,2),..., (3,6), (4,1, (4,2),..., (4,6), (5,1),
(5,2) ..., (6,6), (6,1), (6,2), (6,6)}, todos eles igualmente possiveis, se os dados forem
equilibrados, o acontecimento D, que faz com que a soma das pintas seja a pretendida, é
constituido pelos resultados D = {(1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1), (1,6), (2,5), (3,4), (4,3),
(5,2), (6,1), (2,6), (32,8), (4,4), (5,3), (6,2), (3,6), (4,5), (5,4), (6,3)}, pelo que a probabili-

dad tendida é — .
ade pretendida € ==
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Esta definicdo classica de probabilidade, em que se atribui a mesma probabilidade a ca-
da um dos acontecimentos elementares que constituem o espaco de resultados, finito, é
quase sempre utilizada quando temos jogos com moedas, dados, cartas, etc, assim co-
mo em esquemas de amostragem, nomeadamente quando se recolhe uma amostra ale-
atéria simples. Assim, o célculo das probabilidades reduz-se normalmente a problemas
de contagens, que podem ser facilitados com a existéncia de algumas regras de combi-

natéria, que exemplificamos a seguir e que serdo objecto de um capitulo posterior.

Exemplo 17 — Numa caixa estéo 4 pilhas boas e 3 estragadas. Retiram-se 3 pilhas ao

acaso. Qual a probabilidade de se obterem 2 pilhas boas e uma estragada?

Resolucéo:
(CICEE)
: I
1 - pilha boa
— - pilha estragada
—

O numero de modos possiveis de retirar 3 pilhas da caixa = combinagdes de 7, 3 a 3,
|

L 7!
que é igual a ik

Destes resultados possiveis, nem todos sdo favoraveis, pois s6 nos interessam os que tenham 2

boas e 1 estragada. Os resultados favoraveis sdo dados pelas combinagdes de 4 pilhas 2 a 2, (2

. N . . 4! 3!
pilhas boas) vezes combinacdes de 3 pilhas, 1 a 1 (1 pilha estragada) : 121 11
41 3l I
=
A probabilidade pretendida vem igual a Z!Z!FJ-!ZI = 0.51
3141

Actividade — Soma maior que 13

Num certo jogo, langam-se trés dados normais e ganha-se quando a soma das pintas é

maior que 13. Qual é a probabilidade de ganhar?

Ha varios processos de descobrir esta probabilidade, uns experimentais, outros tedricos.

Quando o calculo tedrico é muito trabalhoso, dificil ou mesmo impossivel, recorre-se aos
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métodos experimentais para obter um valor aproximado. Vamos ver aqui varios desses

processos e no fim determinaremos o valor exacto

1° Processo — Experimentacéo directa

Pegam-se em trés dados, lancam-se muitas vezes e de cada vez regista-se o resultado
da soma. Ao fim de muitas experiéncias (que podem ir sendo feitas simultaneamente por
varias pessoas diferentes), calcula-se a frequéncia relativa dos resultados maiores que
13. Se o numero de experiéncias for suficientemente grande, esta frequéncia é uma boa

estimativa da probabilidade.

2° Processo — Simulacdo com a calculadora

Em vez de usar os dados, podemos fazer uma simulagdo com a calculadora, pedindo
para ela gerar um conjunto de trés nimeros aleatérios entre 1 e 6, inclusive. Cada um
destes numeros corresponde a um dado. Cada vez que carregarmos em ENTER apare-

ce-nos um conjunto de trés nimeros que temos de somar para ver se o resultado é mai-

or que 13.
¢
MATH HUM CP:X [fds randInt{l.56.33 3 4 43
1:rand {6 o 33 e o 23
thPr L33 37 o 2 33
3intr 6 2 47 4 1 52
! 4 4 12 {1 4 33
randIntg 2 2 4%
frandbormi
rirandBing

Podemos evitar o trabalho de somar os trés nimeros. Com a instrugdo sum(, a maquina
efectua imediatamente a soma dos trés nimeros da lista, embora assim deixemos de

saber que nimeros sairam efectivamente nos dados.

y LIST 8

HAMES OFS [EENNS sumtrandIntol,
rmint 32

—

E

&
i:
2imaxs 1
Jimeant 1
4: %

o e
LA P20 LA =

mediant

SUM L

fFrod]
FlztdDew

[Ty o L [

Cada vez que carregamos em ENTER obtemos um numero entre 3 e 18. Para evitar

enganos e maior facilidade da contagem, é aconselhavel fazer aparecer cinco resultados
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de cada vez. Depois de registar os resultados, faz-se CLEAR, obtém-se mais cinco re-
sultados, e assim sucessivamente. Na figura anterior temos os resultados de 10 experi-

éncias, em que s6 uma vez a soma foi maior que 13.

Se houver um grupo de alunos a fazer isto simultaneamente, rapidamente se consegue

um grande ndamero de experiéncias.
3° Processo — Programa de simulagéo com a calculadora

E possivel usar um programa muito simples que faca todo o trabalho anterior por nés.
Em anexo neste livro esta o programa DADOS3 que faz precisamente isto. Chamamos o
programa, indicamos quantas experiéncias queremos fazer e passado uns momentos a
magquina indica-nos o numero de experiéncias e a frequéncia relativa de resultados

maiores que 13

FramDADOSE FO_DOE EXPERIEMCIAS LG

HUME
ExPERIEMCIASY
7186 FRER REL= 15

Comecamos com 100 experiéncias e a frequéncia é de 0,15. Mas este niumero de expe-
riéncias é demasiado pequeno para podermos ter confianga no resultado. Entdo, carre-
gando em ENTER, aparece um menu que permite continuar a simulacdo. Acrescenta-

mos mais 900 experiéncias, para que o total passe a ser 1000.

% i HUMERD DOE EXPERIEHCIAS
i ExFPERIEMCIASY 1688
?EDHTIHUHE TIEE FRER REL=

P IHICIAR - 1E7

Nesta simulagéo, a frequéncia foi de 0,167. E de esperar que a probabilidade de ganhar

neste jogo seja um valor bastante proximo deste.
E de referir que este programa faz cerca de 500 experiéncias num minuto.

Prolongamos a simulacéo até as 10000 experiéncias e a frequéncia foi de 0,1651.
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4° Processo — Célculo tedrico

Os processos anteriores s6 nos dao valores aproximados da probabilidade pedida, valo-

res esses tanto mais fiaveis quanto maior tiver sido o nimero de experiéncias feito.

No entanto, podemos obter o valor exacto da probabilidade fazendo o calculo tedrico.
Para isso temos de calcular o nimero de casos possiveis quando se lancam trés dados

e o de casos favoraveis, que correspondem a somas maiores que 13.
P I
Casos possiveis= 6 =216

Antes de contabilizar os casos favoraveis, convém contar o nimero de maneiras dife-

rentes com que pode aparecer um conjunto de trés nimeros:

1) NuUmeros todos iguais (por exemplo 5-5-5)

s6 ha uma maneira: 5-5-5.

2) Doaois iguais e um diferente (por exemplo 6-6-5)
trés maneiras: 6-6-5, 6-5-6, 5-6-6.

3) Todos diferentes (por exemplo 6-5-4)
seis maneiras: 6-5-4, 6-4-5, 5-6-4, 5-4-6, 4-6-5, 4-5-6.

Facamos um quadro para as varias somas maiores ou iguais a 14.

Soma Tipo N° de casos
18 6-6-6 1
17 6-6-5 3
16 6-6-4 3

6-5-5 3

15 6-6-3 3
6-5-4 6
5-5-5 1

14 6-6-2 3
6-5-3 6
6-4-4 3
5-5-4 3

Total 35

Agora ja podemos determinar a probabilidade:
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35
P(soma>13)= — =0.162
216

1.5.3 - Aproximag&o subjectiva da Probabilidade

Muitas vezes as experiéncias aleatdrias em que estamos interessados ndo conduzem a
espacos de resultados com resultados igualmente possiveis, nem tdo pouco € possivel
repetir a experiéncia para obtermos uma aproximagédo da probabilidade segundo a teoria

frequencista. Por exemplo, suponhamos que estamos interessados em conhecer a:

a) Probabilidade do FCP vencer o campeonato portugués de futebol em 1999;
b) Probabilidade de que a Maria passe no exame da cadeira de Probabilidades, que esteve a fre-

quentar neste semestre.

Estamos perante acontecimentos em que nenhuma das aproximagdes consideradas an-
teriormente, para a obtencédo das probabilidades, pode ser aplicada. Mas se por exemplo
pensarmos no acontecimento “o FCP vai ganhar o campeonato em 1999” somos capa-
zes (admitindo a neutralidade!) de Ihe atribuir uma probabilidade igual elevada, pois te-
mos a informacao de que, neste momento, é o primeiro da tabela! Também relativa-
mente ao terceiro exemplo considerado, a Maria pode atribuir uma probabilidade de 0.80,
porque 80% dos alunos passaram no exame anterior, enquanto que o seu professor,
muito consciente das falhas da Maria, pode atribuir ao mesmo acontecimento uma pro-
babilidade bastante inferior. A esta forma de atribuir probabilidades, em que fazemos o
nosso proéprio julgamento sobre o acontecimento, chamamos teoria subjectivista da pro-
babilidade.

1.6 — Definicdo axiomatica de Probabilidade

As teorias apresentadas anteriormente conduzem-nos a obtencao do valor da probabili-
dade atribuido a certos acontecimentos. Gostariamos, no entanto, de desenvolver uma
teoria que permitisse definir Probabilidade como uma funcéo de todos os acontecimentos
associados a um espaco de resultados. Isso é feito a custa da definicdo axiomatica de
Probabilidade, que permite construir todo o edificio das Probabilidades a custa de 3 axi-

omas, em que se consideram como nocdes primitivas as de espaco de resultados e
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acontecimentos. Podemos estabelecer um paralelismo com o que se passa na Geome-
tria, onde a custa da axiomatica de Euclides, e considerando como noc¢des primitivas as

de ponto, recta e plano, se constréi toda uma teoria com coeréncia.

Considere-se um espaco de resultados S, finito, e um conjunto W de subconjuntos de S

(acontecimentos) que satisfacam as seguintes condicdes:

a) Se um acontecimento A estd em W, entdo o seu complementar A também esta em
W.

b) Se dois acontecimentos estdo em W, entdo a sua unido também estd em W.

Dado o par (S, W), a que chamamos espac¢o de acontecimentos, a cada elemento AeW,
associa-se um nimero que se chama Probabilidade e se representa por P(A). As pro-
babilidades associadas aos elementos de um espaco de acontecimentos satisfazem as

seguintes condi¢cdes ou axiomas:

1° axioma - A probabilidade de qualquer acontecimento € sempre maior ou igual a zero
P(A) 20
2° axioma - A probabilidade do acontecimento certo - S, é 1
P(S)=1
3° axioma - Dados dois acontecimentos disjuntos, a probabilidade da sua unido € igual a
soma das probabilidades de cada um
SeArB=J = P(AU B) = P(A) + P(B)

A Probabilidade segundo a definicdo classica ou de Laplace é uma Probabilidade

segundo a definicdo axiomética

Vimos que segundo a defini¢cdo classica ou de Laplace de probabilidade, se define pro-
babilidade de um acontecimento A como sendo a razdo entre o n° de resultados favora-
veis a A e 0 n° de resultados do espaco de resultados. Esta definicdo pressupunha que o
espaco de resultados S fosse finito e que todos os resultados fossem igualmente possi-
veis. Assim, se for m o niumero de resultados de S a probabilidade de qualquer aconte-

cimento elementar E;, i=1,...,m, é igual a 1/m.

Representando por #A, o nimero de elementos de A ou cardinal de A, temos
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#A

P(A) = 23

Vejamos entdo que P verifica os axiomas :

1° axioma: P(A) > 0, pois € o quociente entre um nimero ndo negativo e um ndmero positivo.

2° axioma: P(S) = 1, pois é o quociente entre dois nimeros iguais.

3° axioma: Se A e B séo disjuntos, entdo P(AU B) = P(A) + P(B), pois se A e B séo dis-
juntos #(AU B) = #A + #B, e entdo

#(AUB) #A + #B #A #B
P(AUB) = = ——4+— =P(A) + P(B
(AB) #S #S #s s TW * PE)

Observacéo: Verifique que a aproximacgéo de Probabilidade dada pela teoria frequencista
também verifica os 3 axiomas, sendo portanto uma probabilidade segundo a definicdo

axiomatica.

O resultado e a observagdo anteriores permitem-nos concluir da utilidade da axiomatica
introduzida anteriormente, pois temos dois modelos, com grande utilizacdo, que a verifi-

cam.
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1.6.1 - Propriedades da Probabilidade

Com a ajuda de diagramas de Venn, e tendo em consideracdo os axiomas das Probabi-

lidades, facilmente se mostram as seguintes propriedades para a Probabilidade:

1-P(&)=0

2-P(A)=1-P(A)

3-Se AcCB entdo P(A) < P(B)

4 - Qualquer que seja o acontecimento A, 0 < P(A) <1
Corolério do resultado anterior.
5 - Quaisquer que sejam os acontecimentos A e B,

P(ALUB) =P(A) + P(B) - P(ANB)
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Para obter o resultado anterior basta ter em consideracdo que se pode exprimir a unido
dos acontecimentos A e B em termos de acontecimentos disjuntos, para entéo se aplicar

0 axioma 3:
AuB = (A-B)U(AnB)uU(B-A)

tendo ainda em conta que P(A-B)= P(A) — P(ANB).

Actividade

Dados os acontecimentos A, B e C, mostre que
P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) - P(AnB) - P(ANC) - P(BNC) + P(ANBNC)
Resolucao:
P(AUBUC) = P((AuB)UC) = P(AUB) + P(C) — P((AuB) nC)
= P(A) + P(B) — P(AB) + P(C) — P((A~C) U(BNC))

= P(A) + P(B) - P(ANB) + P(C) — P(ANC) — P(BAC) + P(A~BNC)

Este resultado pode ser generalizado do seguinte modo:

n n n
P A= D PA) - DPAnA) + D PAAANAL) - .+ ()T R()A)
i=1 =l i<] i<j<k i=1

Demonstracao (utilizando o método da indugéo):

1° passo — Tendo em conta a propriedade 5, tem-se:
P(A1wA2)=P(A1) +P(A2) -P(A1n A2), pelo que a propriedade é verdadeira para n=2.

2° passo — Admitamos que a propriedade é verdadeira para n, isto é,

n n n
P A= D Pa) - DP@nA) + D PAAAAAL) - ..+ ()T R()A)
=1 =l i<] i<j<k i=1

3° passo — Pretende-se mostrar que é verdadeira para n+1

n+1 n n
P A =P(JAD+P(An+D -P(JAD) " Anvp) =
i=1 i=1 i=1

n n
= ZP(Ai) - ZP(Ai F\Aj) + ZP(Ai mAijk) - +(—1)n+1P(nAi) +P(An+1) —
i=1 i<j i<j<k i=1
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n
P JAi nAne)
i=1
n+1 n
=Y PA) ~ Y PAINA) + Y PANAAAL) - ..+ (1)) A -

i< i<j<k i=1

n n
S DIPAINARD - D PAINA A AR *+ .+ (DTP()A) A Age))

i=1 i< i=1
n+1 n

= YP@A) -~ DPAINAD+ D PAINANAL) - ...+ A
i= i<j i<j<k i=1

Nota - Um problema classico para cuja resolugcdo entramos com a generalizagdo do resultado anterior, é o
seguinte: Suponha que uma secretaria distraida escreve n cartas e n envelopes e coloca aleatoriamente cada
carta num envelope. Qual a probabilidade de haver pelo menos uma carta no envelope certo?

Resolugédo: Seja Aj o conjunto de todas as permutacdes dos n objectos que deixam o iésimo objecto no sitio

certo:
X X I X X | x
1 2 i n
n° permutacoes favoraveis n - 1)!
P(A) = =
n° permutacdoes possiveis n!

Ento AinA; seré o conjunto de permutacGes que deixam o iésimo e o jésimo objectos nos sitios certos:

X | x| ...]i x| j X | x
1 2 . 1 .. J .. n
n° permutacoes favoraveis (n-2)!
P(Aif\Aj) = =
n° permutagdes possiveis n!

Analogamente se obteria a probabilidade de se obterem 3 dados objectos no sitio certo, etc.

n
O acontecimento UAi € o conjunto de permutagdes com pelo menos um objecto no sitio certo e
i=1
n n n
P Jan= D P@) - DP@inA) + D PAINANAL) - ... + DM P(A)
i=1 i=1 i< i<j<k i=1

donde

p(UAI)_Um D (e, (esr gyl
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1 1 1 n+1 1 1
—+ - - — + ..+ (1 - =1-=
2! 3! 4! 1) n! e

=1 -

A partir da probabilidade anterior obtém-se que

P(n&o haver nenhum objecto no sitio certo) = et

Vamos seguidamente considerar alguns exemplos do calculo de probabilidades e da

aplicacdo das suas propriedades, para consolidar as no¢des anteriormente introduzidas.

Actividade

Uma caixa de disquetes tem 10 disquetes, das quais 3 sdo defeituosas. Retiram-se ale-
atoriamente 2 disquetes da caixa (extrac¢do sem reposi¢éo). Calcule a probabilidade dos
acontecimentos:
A - Obter uma so defeituosa;B - Pelo menos uma defeituosa;C - Nenhuma de-
feituosa.
Resolugdo:Vamos comecar por obter o espago dos resultados, que é constituido por to-
das as extraccdes possiveis de 2 das 10 disquetes que tem a caixa. Para obter todas as
maneiras possiveis vamos ter que arranjar cada possibilidade correspondente a 1* ex-
traccdo, com cada possibilidade correspondente a 22 extracgdo, pelo que um processo

simples é construir uma arvore de probabilida-

B2— B1B2 B1— B2B1 Bt+— B3B1 B1—

des:
B3— B1B3 B3— B2B3 B2— B3B2 B2—
B4— B1B4 B4— B2B4 B4— B3B4 B3—
B5— B1B5 B5— B2B5 B5— B3B5 B4—
B1§ B6— B1B6 32§ B6— B2B6 33§ B6— B3B6 03§ B5—

B7— B1B7 B7— B2B7 BF— B3B7 B6—
D1i— B1D1 D1i— B2M D1+— B3M B7—
D2— B1D2 D2— B2D2 D2— B3D2 D1—
D3— B1D3 D3— B2D3 D3— B3D3 Do—
No esquema anterior representamos por B1, B2, ..., B7 as disquetes boas, e por D1, D2,

D3 as defeituosas. Quando se extraem 2 disquetes simultaneamente, € 0 mesmo que
retirar uma disquete e em seguida retirar outra, sem repor a primeira. Assim, a primeira

disquete a sair pode ser qualquer das 10 existentes na caixa, enquanto que a segunda
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disquete pode ser uma qualquer, diferente da primeira. Temos 90 possibilidades diferen-
tes de extrairmos as 2 disquetes da caixa. Qualquer destas possibilidades tem a mesma
probabilidade de se verificar, pelo que o espaco de resultados associado a esta experi-
éncia é constituido por 90 resultados todos eles igualmente possiveis. Para calcular as
probabilidades pretendidas, basta ver quantos sdo os resultados favoraveis aos aconte-
cimentos em causa.Seja A o acontecimento “obter uma sé defeituosa”. Este aconteci-
mento é constituido por 42 resultados pelo que P(A)=42/90=7/15.0 namero de resulta-
dos do acontecimento B, “pelo menos uma defeituosa” é 48, pelo que a probabilidade
pretendida é P(B)=48/90=24/35.Repare-se que o acontecimento C, “nenhuma defeituo-

sa” é o complementar de “pelo menos uma defeituosa” pelo que P(C)= 1-24/35=11/35.

Actividade

Suponha que vai a um restaurante e esta indeciso sobre qual a ementa a escolher pelo
que resolve escolher ao acaso a entrada, o prato e a sobremesa. A bebida é gratis. Pode
escolher 2 entradas a 450%$00 e 600300, respectivamente, 3 pratos a 1000$00, 1100$00,
e 1250%$00, cada um e ainda 2 sobremesas a 250$00 ou 300$00. Qual a probabilidade
de 1900%$00 serem suficientes para pagar a refeicAo?Resolucdo: Temos aqui outro
exemplo onde o diagrama em &rvore pode dar uma grande ajuda na constru¢do do es-

paco de resultados:

O espaco de resultados é constituido por 12 resultados igualmente possiveis, dos quais
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6 sado favoraveis, por serem refeicdes que ndo ultrapassam o preco de 1900$00. Assim a
probabilidade pretendida é 6/12=1/2.

Actividade

Numa loja de hamburgers, o gerente verificou que em cada 100 hamburgers vendidos 45
tém queijo e 15 também tém cebola. Registos anteriores permitem também concluir que
a probabilidade de um cliente pedir um hamburger com cebola é .35. Qual a probabili-
dade de um cliente pedir um hamburger:a) Com queijo ou cebola b) Sem cebola nem
queijoc) S6 com cebola (além da carne...) Resolucéo: Para representar os varios acon-
tecimentos envolvidos, vamos utilizar um diagrama de Venn, onde representamos por Q

0 acontecimento “presenca de queijo” e por C o acontecimento “presenca de cebola”

a) P(QuUC) = P(Q)+P(C) — P(QNC)
=.45+.35-.15=.65
b) P(QuUC)=1-P(QuUC)

=1-.65=.35
c) P(C~Q) =P(C) - P(QC)
=.35-.15=.20

Actividade

Num estudo sobre sexo, estado civil e habilitacdes literarias de um grupo de 1000 leito-
res de determinada revista, obtiveram-se 0s seguintes dados: 312 sdo do sexo masculi-
no, 470 séo casados, 525 tém o liceu, 42 homens tém o liceu, 147 casados tém o liceu,
86 homens séo casados, e 25 homens casados tém o liceu. Verifique que estes dados
néo sdo consistentes.
Resolucao:
Representando por M — sexo masculino; C — casado; L — liceu, temos
P(M) = 0.312; P(C) = 0.470; P(L) = 0.525;
P(MnL) = 0.042; P(CAL) = 0.147; P(M~C) = 0.086;
P(MNCAL) = 0.025
donde
P(MUCUL) = P(M) + P(C) + P(L) - P(MnL) - P(CAL) - P(MNC) + P(MNCL)
P(MuCUL) =0.312 + 0.470 + 0.525 — 0.042 — 0.147 — 0.086 + 0. 025
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=1.057

Este resultado é impossivel pois o valor para a probabilidade ndo pode ser superior a 1.
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1.7 - Probabilidade Condicional e independéncia

Um dos conceitos mais importantes da Teoria das Probabilidades é o de probabilidade
condicional, que esta relacionado com o facto de em muitas situacdes em que se pre-
tende calcular a probabilidade de um acontecimento, ja se dispor de alguma informacgéo
sobre o resultado da experiéncia, a qual permite actualizar a atribuicdo de probabilidades

a esse acontecimento.

Consideremos, por exemplo, a experiéncia aleatéria que consiste em lan¢car um dado e
verificar o nimero de pintas que sai. A probabilidade do acontecimento A, sair “1 ou 3
pintas” é 2/6, ja que o nosso espaco de resultados S, é constituido por 6 casos igual-
mente possiveis, dos quais 2 sé@o favoraveis a realizagdo de A. Se no entanto preten-
dermos a probabilidade desse mesmo acontecimento, sabendo de antem&o que saiu um
numero de pintas impar, neste momento ja o espago de resultados S’, é constituido por 3
resultados, igualmente possiveis, dos quais 2 séo favoraveis, pelo que a probabilidade
pretendida € 2/3, o dobro da obtida anteriormente, quando n&do tinhamos nenhuma in-

formacdo. Exemplificando com um diagrama de Venn

Vejamos ainda uma outra situagdo. Suponhamos, por exemplo, a experiéncia aleatoria
que consiste em retirar 2 bolas sem reposi¢éo, de uma caixa contendo 4 bolas brancas
B1, B2, B3 e B4 e 3 bolas pretas P1, P2, P3. Os N diferentes resultados obtidos na rea-
lizacdo da experiéncia séo:

B1B2 B1B3 B1B4 B1P1 B1P2 B1P3
B2B1 B2B3 B2B4 B2P1 B2P2 B2P3
B3B1 B3B2 B3B4 B3P1 B3P2 B3P3
B4B1 B4B2 B4B3 B4P1 B4P2 B4P3
P1B1 P1B2 P1B3 P1B4 P1P2 P1P3
P2B1 P2B2 P2B3 P2B4 P2P1 P2P3
P3B1 P3B2 P3B3 P3B4 P3P1 P3P2
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Representando por n(Brancal) e n(Branca2), respectivamente, o0 nimero de vezes em
que se verificou o acontecimento Brancal — “saiu bola branca na 12 extrac¢do” e o nu-
mero de vezes que se realizou o acontecimento Branca2 — “saiu bola branca na 22 ex-

tracgao”, e por n(Brancal~Branca2) o niUmero de vezes que se realizou 0 acontecimento

BrancalnBranca2 — “saiu branca na 12 e 22 extracgbes”, temos,
P(Brancal) = 24/42, P(Branca2) = 24/42, P(BrancalMBranca2) = 12/42

Suponhamos, no entanto, que sabiamos que tinha saido branca na 1% extraccao, isto €,
que se tinha verificado o acontecimento Brancal. Qual a probabilidade de sair branca na
22 extracc¢do, isto € de se verificar o acontecimento Branca2, tendo em conta esta infor-
macéo adicional? Neste momento o espaco de resultados foi substancialmente reduzido,
pois 0 nimero de resultados possiveis é 24 (ter saido branca na 12 extrac¢édo), dos quais
s6 12 é que sao favoraveis, pelo que

P(Branca2 sabendo que Brancal) = 12/24

A probabilidade anterior chamamos probabilidade condicional do acontecimento Bran-
ca2, sabendo que (ou dado que) se realizou o0 acontecimento Brancal, e representamos

por P(Branca2|Brancal).

Repare-se que

_ nh(Brancal n Branca2)
n(Brancal)

P(Branca2|Brancal)

n(Brancal~Branca?2)
N
n(Brancal)

N

_ P(BrancalnBranca2)
- P(Brancal)

P(Brancal~Branca?)
P(Brancal)

ou seja P(Branca2|Brancal) =

Assim, a probabilidade condicional de se realizar o acontecimento Branca2, sabendo que
se realizou Brancal, € o quociente entre a probabilidade da realizacdo de Brancal e
Branca2, e a probabilidade da realizagdo de Brancal. Esta probabilidade condicional sé

tem sentido se P(Brancal) for superior a zero.
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Dados os acontecimentos A e B, com P(A)>0, define-se probabilidade condicional de B
sabendo que A ocorreu e representa-se por P(B|A), como sendo

P(ANB)

PEIA = ~5n

Se P(B)>0, define-se de forma analoga a probabilidade condicional de A, dado que B se

realizou
P(ANB)

PAIB) = 5

Ao falarmos em probabilidade condicional, nomeadamente probabilidade do aconteci-
mento A dado B, estamos a dizer explicitamente que o espaco de resultados em que es-
tamos a trabalhar € o definido pelo acontecimento B. Ao omitir aquela informacéo, esta-
mos a admitir que o espago de resultados é o espago S, que se assume por defeito.
Efectivamente a probabilidade de qualquer acontecimento A, P(A) ndo é mais do que a
probabilidade condicional do acontecimento A, dado S, P(A|S).

Exemplo 18 (Parzen 1960) — Consideremos uma familia com dois filhos e que existe
igual probabilidade de cada filho ser rapaz ou rapariga. Qual a probabilidade de que am-
bos os filhos sejam rapazes dado que: (i) o filho mais velho é um rapaz, (ii) pelo menos
um dos filhos é rapaz.

O espaco de resultados associado ao fendmeno em estudo, isto €, uma familia ter dois filhos é S =
{MM, MF, FM, FF}. Todos estes resultados sdo igualmente possiveis tendo em consideragdo o
facto de ser igualmente provavel um filho ser rapaz (M) ou rapariga (F). Pretende-se a probabili-
dade de ambos serem rapazes, sabendo que (i) o filho mais velho é rapaz — este condicionamento
provoca que o espago de resultados se reduza a S’ = {MM, MF}, donde P(MM) = 1/2. Condicio-
nando agora no acontecimento (ii) pelo menos um dos filhos é rapaz, ja o espaco de resultados é
S*” = {MM, MF, FM} pelo que a probabilidade pretendida ¢ P(MM) = 1/3.

Nota: Repare-se que a probabilidade de que “ambos os filhos sdo rapazes” ¢ diferente consoante
nada se saiba sobre o sexo dos filhos ou haja conhecimento parcial sobre o sexo de um dos filhos.

No primeiro caso a probabilidade é 1/4.

Exemplo 19 (Siegel et al, 1988) -. Consideremos a experiéncia aleatoria que consiste
em observar, numa dada multinacional, a impresséo causada (boa ou ma) na entrevista
dos candidatos a um emprego, assim como se conseguem ou ndo o emprego. Pense-

mos nos acontecimentos B — “o candidato causa boa impressao” e E — “o candidato
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consegue o emprego”. Suponhamos que os acontecimentos anteriores estdo represen-
tados num diagrama de Venn e que se conhecem as probabilidades assinaladas:

No diagrama de Venn os numeros indicados
representam:

P(B-E) = 0.28

P(E-B) = 0.08

P(BME) = 0.12

A partir do diagrama anterior sabemos que
P(“Conseguir emprego”) = 0.12 + 0.08 = 0.20
0 que significa que 20% dos candidatos, que vao a entrevista, conseguem o emprego.
Seréa que o facto de causar boa impressdo, aumenta as possibilidades de ser bem suce-
dido, na obten¢é@o do emprego? Isto &, serd que a informacao adicional de que "um can-
didato causou boa impressao” tem efeito na probabilidade de obter o emprego? Para
responder a esta questdo, temos de nos cingir unicamente aos candidatos que causam
boa impresséo, em vez de considerarmos todos os candidatos. A dimenséo deste grupo
é 40% de todos os candidatos, ja que
P("Causar boa impressao”) = 0.28 + 0.12 = 0.40
Dentro deste grupo, quantos conseguem o emprego? A resposta obtém-se restringindo este grupo
aos que conseguem o emprego
P("Causar boa impressao e Conseguir o emprego”) = 0.12
Finalmente podemos calcular a probabilidade de uma pessoa que causou boa impressao, conseguir
0 emprego. Esta probabilidade é dada pela resposta a seguinte questdo " 0.12 que percentagem é
de 0.40"? , resposta esta que se obtém dividindo 0.12 por 0.40, como alids se deduz da definigdo
anteriormente dada de probabilidade condicional:

P("Conseguir o emprego" | "Causou boa impressao") = =0.30

Vemos que a probabilidade de conseguir o emprego aumentou de 20% para 30%, com
a informagédo adicional disponivel. Isto significa que 30% dos candidatos que causam
boa impressédo, conseguem o emprego, comparados com unicamente 20% dos candi-
datos em geral (causando ou ndo boa impressao). Intuitivamente esperdvamos que o
facto de um candidato causar boa impressédo, aumentasse as suas possibilidades de

sucesso, e 0 que acabamos de medir foi precisamente quéo grande € esse efeito.
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Probabilidade da interseccdo de acontecimentos ou probabilidade conjunta dos
acontecimentos AeB

Atendendo a definicdo de probabilidade condicional, vem imediatamente

P(An B)=P(B) P(AIB) ou P(An B)=P(A)P(B|A)

“

Observagao: A interseccao de acontecimentos por vezes é representada por “e”, assim

Ccomo a uniao é representada por “ou”.

Um outro processo de visualizar as probabilidades condicionais € através da construcao
de uma arvore de probabilidades, que ja vimos ser uma técnica util quando pretendemos
calcular probabilidades de acontecimentos associados a experiéncias aleatérias que en-
volvam varios passos. Por exemplo se num primeiro passo se puderem verificar um de
dois acontecimentos Al ou A2 e num segundo passo um dos dois acontecimentos B1 ou

B2, podemos construir a seguinte arvore de probabilidades:

Exemplo 19 (cont.) — Representando num diagrama em arvore as probabilidades apre-

sentadas no diagrama de Venn, obtemos a arvore da esquerda no esquema seguinte:
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A partir da arvore da esquerda conseguimos facilmente completar a arvore da direita,
utilizando a seguinte metodologia: inscrevemos na arvore o valor 0.40 que corresponde a
probabilidade de “causar boa impressao”, seguindo-se o valor 0.60, que corresponde a
probabilidade de “ndo causar boa impressao”. Uma vez colocado este valor, coloca-se o
valor 0.52, que corresponde a probabilidade de “n&o causar boa impressdo e nao con-
seguir o emprego”. Finalmente preenchem-se os ramos correspondentes as probabili-
dades condicionais, dividindo cada valor no extremo da arvore pelo valor do ramo ante-

rior.
Observacéo : Da representacéo anterior verifica-se que

P("Cons. o emprego"|"Causou boa imp.") + P("Ndo cons. o emprego”|"Causou boa

imp.")=1, ou em termos dos acontecimentos B e E,

P(E|B) + P(E |B) = 1
Analogamente
P(E|B)+P(E|B)=1

Estes resultados resultam de uma propriedade mais geral da probabilidade condicional,

enunciada a seguir.

A probabilidade condicional € uma probabilidade, no espac¢o de resultados S, se-

gundo a definicdo axiomética
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Dados os acontecimentos A e B do mesmo espaco de resultados S, com P(B)>0, qual-
P(ANB)

quer que seja o acontecimento A defina-se P(A|B) = PE)

Entdo P(A|B) € uma Probabilidade, isto é, satisfaz os 3 axiomas da teoria das Probabili-
dades, enunciados na secgao anterior.

Vejamos que assim é:

1° axioma — Dado qualquer acontecimento A, P(A|B) =0

_ P(AnB)

PE) Como P(B)>0 por hipétese e P(AnB) = 0, pelo 1° axioma das proba-

bilidades, vem P(A|B) = 0.

2° axioma — Dado o acontecimento certo S, P(S|B) = 1

P(SMB) _ P(B)
PB)  P(B)

P(S|B) = = 1, ficando demonstrado que S, PR(S) = 1.
B

3° axioma — Dados 2 acontecimentos C e D, disjuntos, Cn\D = @,
P(CuD|B) = P(C|B)+P(D|B)

P(CuD)mB) P(CnB)U(D®NB)) _ P(CnB)+P(DNB)
P(B) - P(B) - P(B)

P(CUDIB) =

= P(C|B) + P(D|B).

No raciocinio feito anteriormente entramos com o facto de que se Ce D séo disjuntos,

entdo (CB) e (DMB) também séo disjuntos, pelo que pelo 3° axioma das probabilidades

a probabilidade da sua unido é igual & soma das probabilidades de cada um.

Actividade

Dados quaisquer acontecimentos A, B e C, com P(B)>0, mostre que:
a) P(A|B) = 1 - P(AB).
b) P(AUC|B) = P(A|B) + P(C|B) - P(ANC|B)

Exemplo 20 (Graga Martins, 1998)- Um individuo que trabalha em Lisboa, mas reside na
margem Sul do Tejo, tem diariamente duas possibilidades para se dirigir ao trabalho: o

barco ou o autocarro. Ele gosta muito de ir de barco, pelo que escolhe o barco 75% das
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vezes. A probabilidade de chegar atrasado ao trabalho é 16.25%. sabe-se ainda que a
probabilidade de ir de barco e chegar atrasado é 11.25%. Qual a probabilidade de chegar

atrasado, sabendo que veio de barco?

Comecamos por construir a arvore do lado esquerdo do esquema seguinte, com a in-

formacé&o dada no enunciado:

1125 |
|
|
.6375 @—|1625
I
I
i‘0500<— 'l .8375
|
|

_ 80 000 -

A partir da arvore dessa arvore fomos completando a arvore do lado direito, a pouco e
pouco, por um processo analogo ao descrito no exemplo anterior. Nomeadamente para
calcular a probabilidade de “chegar atrasado dado que veio de barco” consideramos:

P("vir de barco e chegar atrasado)'
P("vir de barco)

P("chegar atrasado” | "veio de barco") =

.1125

.75
=.15

Exemplo 21 — Numa linha de producdo de uma fabrica de componentes electronicas,
1% das componentes produzidas sdo defeituosas. Foi desenvolvido um teste rapido,
mas ndo completamente fiavel, ja que em 90% dos casos detecta que a componente é
defeituosa, quando ela é efectivamente defeituosa, enquanto que em 99% dos casos
detecta que a componente € boa, quando ela € boa. Qual a probabilidade de uma com-

ponente escolhida ao acaso ser defeituosa, quando o teste indica que ela é defeituosa?
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Indicamos na arvore anterior, a carregado, as probabilidades que eram dadas no enun-
ciado. A partir dai completamos a arvore, a qual nos vai permitir calcular a probabilidade
pretendida. Como sabemos que o teste indica defeituosa, temos de nos cingir aos resul-
tados que satisfacam esta condi¢cdo e que sdo “Defeituosa e teste indica defeituosa” e
“Boa e teste indica defeituosa”, cujas probabilidades séo respectivamente .0090 e .0099.
Entdo a proporgdo de vezes que o teste d& a indicacao de defeituosa é .0090+.0099 =
.0189. Destas vezes s6 nos interessam aquelas em que a componente é defeituosa, pelo
que a probabilidade pretendida é .0090/.0189= .476,
P(Defeituosalteste indica defeituosa) = .476.
A partir do resultado anterior verifica-se que
P(Boalteste indica defeituosa) = 1 - .476 = .534

0 que pode parecer bastante estranho pois € mais provavel a componente ser boa
quando o teste indica que é defeituosa, do que ser efectivamente defeituosa. Neste
exemplo deve notar-se que a probabilidade de uma peca ser boa é muito elevada (0.99).
O conhecimento de que o teste resultou na indicacdo de a peca ser defeituosa, baixa a

probabilidade da peca ser boa para apenas 0.534.

Nota: Um tipo de questdes relacionadas com o exemplo apresentado anteriormente é
muito importante pois ha em geral uma grande confuséo e tendéncia para identificar as
probabilidades P(Defeituosajteste indica defeituosa) e P(Teste indica defeituo-
sa|Defeituosa), ou de um modo geral as probabilidades P(A|B) e P(B|A). E alias conhe-
cida a “falacia do Procurador” — Em analise forense, por exemplo, ha interesse em con-

siderar duas probabilidades condicionais relacionadas com a evidéncia fornecida pela

68



O QUE E A PROBABILIDADE?

analise do AND. Por um lado, interessa considerar a probabilidade do perfil do AND do
réu coincidir com o das amostras recolhidas no local do crime (A), dado que o réu esta
inocente (B). A outra probabilidade, de interesse em tribunal, € a de o réu estar inocente
(B) dado que o perfil do seu AND coincide com o do encontrado no local do crime (A). A
“falacia do Procurador” consiste em confundir estas duas probabilidades. Usa a primeira
probabilidade, que em geral é extremamente pequena (1 em 3 milh&es, digamos) como
se fosse a segunda e dai infere que a probabilidade do réu ser culpado é praticamente 1,
pedindo portanto a acusacdo com base nessa evidéncia! No entanto P(A) é também
muito pequena, podendo acontecer que se tenha, por exemplo, P(A) = 0.000004. Neste

caso, viria

P(BJA) = 0.75 x P(B) (P(B|A) = Pf(;)A) = P(AIL?KI)D(B) = gggggng(B) valor este

que pode ser bastante elevado, favorecendo claramente a inocéncia do réu.

Exemplo 22 — Suponha uma caixa com 4 bolas brancas e 3 pretas, da qual retira 2 bo-
las. Qual a probabilidade de tirar bola branca na 22 extraccao dado que na 12 extraccao
tirou bola branca? No inicio do estudo da probabilidade condicional apresentdmos este
exemplo e vimos que, se a extrac¢ao se fizer sem reposicao, essa probabilidade € igual
a 21/42, enquanto que a probabilidade de se obter bola branca na 22 extrac¢ado € 24/42.
Verificamos assim que
P(Branca?2) # P(Branca2|Brancal)
Suponhamos, no entanto, que a extrac¢do se faz com reposi¢cdo. Neste caso facilmente
se verifica que
P(Branca2) = P(Branca2|Brancal) = 4/7

pelo que o facto de dispormos de alguma informag&o néo altera a probabilidade da rea-
lizagdo do acontecimento Branca2, isto €, este acontecimento € independente do acon-

tecimento Brancal.

Na definicdo de probabilidade condicional, pode acontecer que 0 acontecimento que esta

a condicionar seja a intersec¢ao de dois acontecimentos. Por exemplo

PANBNC) PANBNC)
PBNC)  P(B)P(B|C)

P(AIBAC) =

donde

P(AnBAC) = P(A|BAC)P(B|C)P(C) ou P(ANBAC)=P(A)P(B|A)P(C|AB)
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De um modo geral, dados n acontecimentos Ay, A, ..., A,, com probabilidade positiva,
tem-se

P(Alm Azm M An) = P(Al) P(AzlAl)P(A3|A1ﬁA2) ces P(AnlAlmAzﬁ . .K\An_l)

Exemplo 17 (cont) — Neste exemplo consideramos uma caixa com 4 pilhas boas e 3 es-
tragadas e pretendiamos calcular a probabilidade de numa extraccdo de 3 pilhas, sem
reposicao, obter 2 pilhas boas e 1 estragada, ou seja, representando por B uma pilha boa
e por E uma pilha estragada,

P{(BBE) U (BEB) U (EBB)} = P(BBE)+P(BEB)+P(EBB)
onde o i-ésimo elemento do triplo representa a i-ésima pilha a ser retirada e onde omiti-
mos o simbolo de intersec¢éo entre as sucessivas tiragens. Entao

P(BBE) = P(B)P(B|B)P(E|BB) = 4.3,3
7 6 5
Analogamente
P(BEB) = 2.3.3 e P(EBB) = 3,43
7 6 5 7 6 5
donde

P{(BBE) U (BEB) U (EBB)} = 0.51

O exemplo seguinte mostra a utilidade da probabilidade condicional, quando utilizada no
sentido inverso do utilizado nos exemplos anteriores.

Exemplo 23 (Graca Martins, 1998) — Numa cervejaria trabalham 3 empregados: o Anto-
nio, o Bernardo e o Miguel. O Anténio serve 40% dos clientes e os outros dois emprega-
dos dividem entre si a restante clientela. Ao pedir uma cerveja, 0 acompanhamento desta
por tremogos é deixada ao critério do empregado. O Antdnio € socio da cervejaria, pelo
que apenas traz tremocos em 10% das vezes. O Bernardo oferece tremogos em 40%
dos casos, enquanto que o Miguel oferece tremocgos a 20% dos clientes. Ao pedir uma
cerveja, calcule a probabilidade de que esta venha acompanhada de tremocos.
Resolucao:

Representando por Anténio, Bernardo e Miguel, respectivamente os acontecimentos “o
Anténio serve o cliente”, “o Bernardo serve o cliente”, ou “o Miguel serve o cliente”, temos
P(Antdnio) = 0.40; P(Bernardo) = 0.30; P(Miguel) = 0.30

P(Tremocgos|Antonio)=0.10; P(Tremocos|Bernardo)=0.40; P(Tremocos|Miguel)=0.20

Pretende-se P(Tremocgos), onde representamos por “Tremogos” o acontecimento a
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“A cerveja ser acompanhada por tremogos”. Mas o acontecimento Tremogos pode ser
considerado como a unido dos seguintes acontecimentos:

Tremocgos = (AnténionTremocgos) U (BernardonTremocos) U(MiguelnTremogos), pois
para se ser servido de tremocos, tem de se ser servido por algum dos 3 empregados.
Entéo

P(Tremocos) = P(AntonionTremocos) + P(BernardonTremocgos) +

P(MiguelnTremogos) (acontecimentos dis-
juntos)
= P(Antonio) P(Tremogos|Anténio) + P(Bernardo) P(Tremogos|Bernardo) +
P(Miguel) P(Tremocos|Miguel)
de onde

P(Tremogos) = 0.40x0.10 + 0.30x0.40 + 0.30x0.20 = 0.22

Para resolver o problema anterior considerdmos o espaco de resultados dividido em 3
partes disjuntas e exaustivas, pois uma pessoa para ser servida teria de o ser por um
dos 3 empregados e s6 por um deles.

1.7.1 - Acontecimentos independentes

O conceito de probabilidade condicional permite-nos definir acontecimentos indepen-
dentes, como sendo aqueles em que a informacdo acerca da realizacdo de um dos
acontecimentos ndo altera a probabilidade da realizacdo de outro acontecimento. De

forma mais rigorosa, dados os acontecimentos A e B, com P(A)>0 e P(B)>0,

O acontecimento A é independente do acontecimento B, com P(A)>0 e P(B)>0, se a
probabilidade de A se verificar, é igual a probabilidade condicional de A se realizar, dado

que B se realizou

P(A) = P(AB)

Se A é independente de B, entéo B é independente de A?

Efectivamente assim é! Repare-se que

_ P(ANB)_PEPAIB) _PEPEA) _
PO Tew T R T Ry
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Outra definigcdo de independéncia de acontecimentos

Dois acontecimentos A e B sdo independentes se a probabilidade conjunta é igual ao
produto das probabilidades de cada um deles

P(A n B) = P(A) P(B)

Actividade

Mostrar que as duas definicdes de independéncia sdo equivalentes, se nesta ultima defini¢do exi-

girmos que P(A)>0 e P(B)>0, para que a probabilidade condicional possa estar definida.

Dois acontecimentos que ndo sejam independentes dizem-se nado independentes.

Acontecimentos mutuamente exclusivos e acontecimentos independentes

O conceito de acontecimentos mutuamente exclusivos ndo tem nada a ver com a proba-
bilidade a eles associada, ao contrario da no¢do de independéncia de acontecimentos
que se define a custa da probabilidade. No entanto estas no¢des confundem-se muitas
vezes. Serd que acontecimentos mutuamente exclusivos podem ser independentes? Se
A e B sdo disjuntos ou mutuamente exclusivos, entdo AnB = &, pelo que P(AnB) = 0,
donde pela 22 definicdo de independéncia, P(A)P(B) = 0 e A e B séo independentes se e
s6 se P(A)=0 ou P(B)=0. Assim, se utilizarmos como definicdo de independéncia a intro-
duzida a custa da probabilidade condicional, podemos dizer que dois acontecimentos

disjuntos ndo podem ser independentes.

Exemplo 22 (Cont.) — Considerando ainda a experiéncia aleatoéria que consiste em retirar
2 bolas, sem reposi¢édo, de uma caixa com 4 bolas brancas e 3 pretas, seja A 0 aconte-
cimento “saiu exactamente uma bola branca” e B o acontecimento “sairam 2 bolas
brancas”. Estes acontecimentos s&o disjuntos, o que implica P(AnB)=0, e ndo séo inde-
pendentes, pois P(A) = 24/42 e P(B) = 12/42, pelo que P(AnB)#P(A)P(B).

Actividade (Teaching Statistics, vol16, n° 2)

Tendo dois dados de 12 faces, em que cada um tem 7 faces vermelhas e 5 brancas, perguntou-se a

40 estudantes qual dos acontecimentos era mais provavel, no langamento dos dois dados:
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i) Sair 2 faces vermelhas, ou
i) Sairl face vermelha e 1 branca.
Trinta e seis estudantes responderam que era mais provavel sair 2 faces vermelhas. Es-

ta de acordo? Justifique.

Aos mesmos estudantes, mostraram-se 3 dados de 4 faces, cada um com 3 faces ver-
melhas e uma branca. No lancamento dos 3 dados, qual o acontecimento mais provavel:
i) Sair 3 faces vermelhas, ou

i) Sair 2 faces vermelhas e 1 branca?

Todos os estudantes responderam que 0 acontecimento i) era o mais provavel. Esta de

acordo? Justifique.

Exemplo 24 (Sugerido pelo artigo de Bradley and al, Journal of Statistics Education, vol
6, n°1) — Suponha que vai a uma Pizaria com um amigo e encomendam uma piza que
além do queijo e do tomate, tem rodelas de chouri¢o, azeitonas e cogumelos. Trazem a

piza partida em 8 fatias, com 0 seguinte aspecto:

Ol¢e o
o ooo O o o © - azeitonas
! O - chourico
OO oo @) S - cogumelos
o ?o S : -
(=]

Escolhe uma fatia ao acaso. Qual a probabilidade de:
a) Ter cogumelos?

b) Ter azeitonas?

¢) Ter cogumelos e azeitonas?

d) Ter cogumelos, sabendo que tem azeitonas?

e) N&o ter cogumelos, sabendo que tem azeitonas?
f) Ter cogumelos, sabendo que ndo tem azeitonas?
Resolucao:

a) P(Ter cogumelos) = 4/8

b) P(Ter azeitonas) = 7/8

¢) P(Ter cogumelos e azeitonas) = 3/8
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d) P(Ter cogumelos| Tem azeitonas) = 3/7
P(Ter cogumelos e azeitonas

P(Ter azeitonas)

ou P(Ter cogumelos| Tem azeitonas) = =3/7

e) P(N&o ter cogumelos|Tem azeitonas) = 4/7 ou por d) P(N&o ter cogumelos|Tem azei-
tonas) = 1 - 3/7=4/7

f) P(Ter cogumelos|N&o tem azeitonas) = 1
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Capitulo 2

Distribuicdes de probabilidade

2.1 — Introducao

J& sabemos que o objectivo da Estatistica é o estudo de Populagdes, isto €, conjuntos
de individuos (ndo necessariamente pessoas) com caracteristicas comuns que se
pretendem estudar. A uma caracteristica comum, que assume valores diferentes de
individuo para individuo, chamémos varidvel e ao processo que consiste em recolher
uma observacdo de uma variavel demos o nome de experiéncia aleatéria. Podemos
entdo identificar Populacdo com a variavel que pretendemos estudar. Por exemplo,
suponhamos que pretendiamos estudar a seguinte variavel - nota a Portugués dos
alunos do 12° ano da Escola Professor Herculano de Carvalho, no ano lectivo de
1998/99. Podemos dizer que a nossa populacdo é constituida pelas notas dos referidos
alunos. Recolher uma amostra de dimenséao 26, ndo é mais do que realizar 26 vezes a
experiéncia aleatéria que consiste em seleccionar aleatoriamente 1 aluno e perguntar-lhe
a nota, ou ir as pautas de Portugués e seleccionar aleatoriamente 26 numeros da

populacao constituida pelas notas existentes nessas pautas.

Quando na Estatistica definimos variaveis, vimos que estas podiam ser de tipo
qualitativo ou quantitativo. Assim, o resultado de uma experiéncia aleatéria ndo da
necessariamente um resultado numérico. No entanto, em Estatistica, estamos de um
modo geral interessados em estudar resultados numéricos. Por exemplo, consideremos
a experiéncia aleatdria que consiste em lancar 3 moedas e verificar as faces que ficam
voltadas para cima. Associada com esta experiéncia, uma varidvel que pode ter
interesse estudar € o niumero de caras que saem no lancamento das 3 moedas. Se o
resultado de um langcamento for CFF, entdo a variavel assume o valor 2. Sabemos que
os valores possiveis para esta variavel sdo 0, 1, 2 ou 3, mas em cada repeticdo da
experiéncia ndo sabemos qual o resultado que se vai verificar (caracteristica da

experiéncia aleatéria), pelo que a varidvel chamamos varidvel aleatoria.
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Variavel aleatéria — Uma variavel aleatdria, € uma variavel cujo valor € um resultado

numérico associado ao resultado de uma experiéncia aleatoria.

As variaveis aleatérias sao representadas por letras mailsculas X, Y, Z, ....

Vimos também no mdédulo da Estatistica que as variaveis quantitativas ainda podiam ser de dois

tipos: discretas ou continuas. A mesma classificacdo é dada para as variaveis aleatorias.

Exemplo 1 — Consideremos a variavel aleatéria X que representa o niumero de faces
que se obtém no lancamento de 1 moeda 3 vezes (equivalente a lancar 3 moedas uma
vez). Esta varidvel pode assumir os valores 0, 1, 2 ou 3. Para ver quais as
probabilidades de assumir esses valores podemos pensar no espaco de resultados

associado a experiéncia aleatéria que consiste em lancar 3 vezes a moeda:

A atribuicdo de probabilidades aos valores que a variavel aleatdria assume, faz-se por
intermédio dos acontecimentos que lhe estdo associados:
1
P(X = 3) = P{(FFF)} = 3
P(X = 2) = P{(FFC), (FCF), (CFF)} =

P(X = 1) = P{(FCC), (CFC), (CCF)} =

CDIO.)OOIOO
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P(X=0) = P{(CCC)} =

[o o] TN

Repare-se que se tem:

e A probabilidade da variavel aleatéria assumir qualquer um dos seus valores
admissiveis esta entre 0 e 1.
e A soma das probabilidades da variavel aleat6ria assumir qualquer um dos seus

valores é igual a 1.

Estas propriedades resultam das regras enunciadas na seccdo 1.4, relativamente as

probabilidades associadas aos acontecimentos de um espaco de acontecimentos.

Como acabamos de ver com o exemplo anterior, um modelo de probabilidade associado
a um espaco de resultados, induz numa variavel aleatéria associada um modelo de

probabilidade.

Exemplo 2 — Seja Y a varidvel aleatéria que representa o nimero de pontos que se
obtém quando se lanca um dado. Um modelo de probabilidade (distribuicdo de
probabilidade) para Y obtém-se considerando os valores admissiveis para Y e as

respectivas probabilidades, como se apresentam na tabela seguinte:

Y=y, 1 2 3 4 5 6
P(Y=y) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Exemplo 3 — Seja Z a variavel aleatéria que representa a soma das pintas no
lancamento de dois dados. Tendo em consideracdo a actividade considerada na secg¢éo
1.5.2, imediatamente de conclui que o modelo de probabilidade para Z é dado pela

tabela:

Z=7i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P(Z=zi) | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36
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2.2 — Distribuicdo de probabilidades de uma variavel aleatéria
discreta

Uma variavel aleatdria diz-se discreta se s6é assume um numero finito ou infinito
numeravel de valores distintos. No que se segue trataremos unicamente de variaveis

aleatérias discretas assumindo um numero finito de valores distintos.

Dada uma variadvel aleatéria discreta X, que assume um numero finito de valores

distintos x;, X5, ..., X, ..., Xy, €ntdo as probabilidades p=P(X=x;), i=1,...,N, devem

satisfazer as seguintes condic¢oes:
i) 0<p<1,i=1,...,N

i)

Os valores (xi, p;) constituem a distribuicdo de probabilidades de X

Exemplo 3 (Cont.) — Representando graficamente a distribuicdo de probabilidades da

variavel Z, obtém-se um grafico com o seguinte aspecto:

Exemplo 4 — Seja X a variavel aleatoria que representa o namero de raparigas nas
familias de 4 filhos. Obtenha a distribuicdo de probabilidade de X, admitindo que a
probabilidade de ser rapaz é igual a de ser rapariga.Resolucdo: Os valores possiveis

para X sdo 0, 1, 2, 3 e 4. Representando por um F —rapariga e um M — rapaz, temos
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MMMM MMMF MMFF MFFF FFFF
MMFM MFMF FMFF
MFMM MFFM FFMF
FMMM FMFM FFFM
FFMM
¢ FMMF ¢
0 1 2 3 4

donde:
P(X=0) = 1/2°P(X=1) = 4 x 1/2°P(X=2) = 6 x 1/2*P(X=3) = 4 x 1/2*P(X=4) = 1/2*
Distribuicdo de probabilidades de X
X=xi 0 1 2 3 4
P(X=xi)=pi 1/2* 4x1/2° 6 x 1/2* 4x1/2° 1/2*

Nota: A distribuicio de probabilidades de uma variavel aleatéria (discreta) também é

usual chamar funcdo massa de probabilidade.
2.2.1 - Distribuicéo de frequéncias versus distribui¢cdo de probabilidades

Vimos no modulo da Estatistica que quando pretendemos resumir a informac&o contida
num conjunto de dados discretos - observacdes de uma variavel discreta, uma
representacao grafica adequada € o diagrama de barras, também chamado distribuicao
de frequéncias. Suponhamos entdo que pretendiamos estudar a distribuicdo de
probabilidades da variavel aleatéria que representa o nimero de pintas que se obtém no
lancamento de um dado, que ndo temos a certeza de ser equilibrado. Para estudar esta
Populacdo®, constituida pelos valores que se podem obter no lancamento do dado,
vamos recolher uma amostra de dimensédo 1200, isto é vamos repetir a experiéncia de
lancar o dado 1200 vezes. Suponhamos que os valores obtidos deram origem a seguinte
tabela de frequéncias, onde representamos por n; as frequéncias absolutas e por f; as

relativas, a partir da qual construimos o diagrama de barras:

3 208 | 0.173

Classe n; fi 4 195 | 0.163
1 185 | 0.154 5 209 | 0.174

2 198 | 0.165 6 205 | 0.171

! Passamos a identificar Populagéo com espago de resultados
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Total

1200 | 1.00

Freq.
relativa
2007
150+
100
1 2 3 4 5 6 Classe

Tendo em consideracdo a aproximagdo frequencista da probabilidade, em que vimos

que se a dimensdo da amostra for suficientemente grande, as frequéncias relativas

podem ser interpretadas como valores aproximados para as probabilidades, o diagrama

de barras sugere-nos que a hip6tese do dado ser equilibrado é uma hip6tese admissivel

e que poderemos admitir a seguinte distribuicdo de probabilidades para a variavel

aleatéria X em estudo:

X=X P(X=x;)

1 1/6

2 1/6

3 1/6

4 1/6

5 1/6

6 1/6
Total 1

Probabilidade

2007

150+
.100-
5 6

1 2 3 4 Xi

No processo anterior inferimos para a Populacdo um modelo de probabilidade sugerido

pelas propriedades verificadas na amostra. Estamos assim no ambito da Inferéncia

Estatistica ou Estatistica Indutiva, que ndo se fica, no entanto, por aqui. Seria agora
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necessario testar a adequabilidade do modelo proposto, 0 que se faz utilizando a
Probabilidade, isto €, admitindo para a Populacdo o modelo sugerido pelo estudo da
amostra, temos processos de medir, em termos de Probabilidade, o erro que se pode

cometer. Por sair fora do programa, ndo entraremos em mais detalhes.

De um modo geral podemos resumir no seguinte esquema o0 processo descrito

anteriormente:

Fopulacio
(Mariavel discreta)

Distribuicdo de Distribuic&o de
probabilidades ‘ frequéncias

Quando se pretende estudar uma Populacdo de dados discretos - variavel aleatéria
discreta, isto é, conhecer a sua distribuicdo de probabilidade, recolhe-se uma amostra de
dimenséo suficientemente grande, dessa Populacdo, constri-se a distribuicdo das
frequéncias, que nos da uma ideia aproximada da distribuicdo de probabilidades.
Enquanto que a distribuicdo de frequéncias se obtém a partir de alguns elementos da
Populacao, a distribuicdo de probabilidades obtém-se a partir da populacéo toda.

2.2.2- Média versus valor médio

Além das tabelas e graficos vimos também que outro processo de resumir a informacéo
contida nos dados da amostra, consistia em utilizar estatisticas - medidas calculadas a
partir dos dados. Destas medidas destacamos as medidas de localizacao - que localizam

alguns pontos importantes, nomeadamente o centro da amostra, e as medidas de

dispersé@o - que medem a variabilidade existente nos dados. Sera que existem para a

Populacdo algumas caracteristicas populacionais, equivalentes a estas caracteristicas

amostrais?

Voltemos de novo ao exemplo considerado anteriormente. A partir da tabela de

frequéncias calculamos a média da amostra, utilizando a expressdo da média para
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dados agrupados, que neste caso da o valor exacto da média, por se tratar de uma

amostra de dados discretos (as classes sdo os valores que surgem na amostra):

X =1x.154+2x.165+3x.173+4x.163+5x.174 +6 x .171 =3.551
Se na expressdo anterior substituirmos as frequéncias relativas pelos valores das
probabilidades sugeridas para a distribuicdo de probabilidade da Populacdo de onde
retiramos a amostra,

vem

0.165 0.154 0173 0.163 0174 0.171

v

1x0167 + 2x0167 + 3x0167 + 4x0167 + 5 x0167 + 6 x0167 =3¢

Ao substituirmos as frequéncias relativas pelas probabilidades obtemos uma
caracteristica analoga a média, mas agora relativa a variavel aleatéria, a que damos o
nome de valor médio, embora seja corrente utilizar-se também o termo de média.
Repare-se que estamos perante duas quantidades de natureza diferente - enquanto que
o valor médio é uma caracteristica da populacéo, fixa, embora na maior parte das vezes
desconhecida, a média é uma caracteristica da amostra e portanto o seu valor varia de

amostra para amostra, sendo calculado, e portanto conhecido, para cada amostra.

Esta na altura de recordar o que foi dito no médulo de Estatistica, onde se falou de
pardmetros e de estatisticas. Efectivamente a média € uma estatistica que se calcula a
partir da amostra, que fornece informacdo sobre o parametro valor médio, da
caracteristica da Populagdo em estudo, de onde se retirou a amostra. No exemplo
anterior obtivemos o valor de 3.55 para a média, o que nos permitiria avancar que o valor

médio da caracteristica da Populagéo subjacente a amostra andaria a volta deste valor.

Define-se valor médio, u, de uma distribuicdo de probabilidades,
(Xi, pi): i=1, 2, veey N
como sendo o valor que se obtém multiplicando cada valor x; pela respectiva

probabilidade e adicionando os resultados obtidos:

N
W= Do Xip
i=1
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Ao valor médio também se costuma chamar valor esperado e dai a notacdo E(X),

frequentemente utilizada para o representar.

Mais uma vez podemos estabelecer o paralelismo entre Populacdo e Amostra,

apresentando o seguinte esquema:

Fopulacio
(Mariavel discreta)

Parametros Estatisticas

Valor médio Méedia

Exemplo 3 (cont.) — Qual o nimero médio da soma das pintas obtidas no langamento de dois
dados?

Resolucao:

Pretende-se o valor médio da varidvel Z. Se fizermos os célculos obteremos o valor 7.
De notar, no entanto, que ndo € necessério fazer quaisquer célculos pois a distribuicdo
de probabilidades é simétrica relativamente ao valor 7. Assim, basta ter presente que o

valor médio é o par&metro de localizacdo do centro da distribuicao de probabilidades.

Exemplo 5 - O Sr. José quando chegou a casa, vindo do teatro, deparou-se com a falta de luz, pelo
que ndo conseguia ver qual das 4 chaves que tinha no bolso era a da porta. Entdo resolveu tirar
uma ao acaso e experimentar se abria a porta. Se ndo fosse a chave correcta punha-a de lado e
experimentava uma outra. Seja X a variavel que representa o nimero de tentativas que o Sr. José
tera de fazer até conseguir abrir a porta. Obtenha a distribuicdo de probabilidade de X. Qual o
namero esperado de tentativas que o Sr. José tera de fazer até conseguir abrir a porta?
Resolucao:
A varidvel X pode tomar os valores 1, 2, 3 ou 4.
P(X=1) = P(escolher a chave certa a 12 vez) = 1/4
P(X=2) = P(escolher uma chave errada a 1%vez e escolher a chave certa & 22
vez) =3/4x1/3=1/4
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P(X=3) = P(escolher uma chave errada a 12 vez e escolher uma chave errada a
22 vez e escolher a chave certa a 32 vez) = 3/4 x 2/3 x 1/12 = 1/4
P(X=4) = P(escolher uma chave errada a 12 vez e uma chave errada a 22 vez e

uma chave errada a 32 vez e a chave certaa 4®vez) =3/4x 2/3x1/2x1=1/4

X=X 1 2 3 4
P(X=x) 1/4 1/4 1/4 1/4

Valor médio de X:
1x1/4 + 2x1/4 + 3x1/4 + 4x1/4 = 2.5
Nota: O valor médio ndo tem que ser um valor admissivel para a variavel aleatéria. J4 0 mesmo acontecia com a média, que

ndo tinha que ser um dos elementos da amostra.

Exemplo 5 (cont.) - Suponha que o Sr. José depois de sair do teatro e antes de ir para casa ainda
passou num bar, onde bebeu uns copitos. Chegou a casa um pouco toldado, de forma que & medida
que ia experimentando as chaves, se elas ndo serviam, juntava-as novamente no bolso, juntamente
com as outras. Descreva a varidvel X, para esta nova situagéo.
Resolucao:
A variavel X pode agora tomar qualquer valor inteiro e tem-se:

P(X=1) = 1/4

P(X=2) = 3/4x1/4

P(X=3) = (3/4) xL/4

P(X=4) = (3/4) xL/4

P(X=5) = (3/4) 'x1/4

P(X=k) = (3/4) x1/4

Podemos confirmar que temos uma distribuicdo de probabilidades verificando que a

soma das probabilidades ¢é igual a 1:

1/4 + 3/4x1/4 + (3/4)2x1/4 + (3/4)3x1/4 + (3/4)*x1/4 + ... = =x

Pode-se ainda mostrar que, neste caso, 0 nimero esperado de tentativas necessarias para abrir a

porta é igual a 4.
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Actividade - Distribuicdo de frequéncias e distribuicdo de probabilidades

Seja X a variavel aleatéria que representa o nimero de caras que saem no langamento
de 4 moedas. Obtenha uma aproximacdo para a distribuicdo de probabilidades de X e
uma aproximagao para o seu valor médio.

Resolucdo: Comecamos por obter a distribuicdo de probabilidades de X e de seguida
obtemos a aproximacédo, por intermédio da distribuicdo de frequéncias, comparando

ainda os resultados obtidos.

1 . Distribuicdo de probabilidades
A experiéncia aleatéria que consiste em verificar o nimero de faces que saem no
lancamento de 4 moedas € idéntica a que consiste em verificar o numero de filhas dos

casais de 4 filhos, se admitirmos que a probabilidade de nascer rapaz é igual a de

nascer rapariga, ou seja 1/2. Entdo o modelo para a variavel aleatéria X ja foi obtido no

exemplo 4
Distribuicdo de probabilidades de X
X=X 0 1 2 3 4
pi=P(X=x;) 0.0625 0.250 0.375 0.250 0.0625

O namero médio de faces que saem no lancamento das 4 moedas é
0 x 0.0625+ 1 x 0.250+ 2 x 0.375+ 3 x 0.250+ 4 x 0.0625 = 2
O célculo anterior era escusado, ja que a distribuicdo de probabilidades é simétrica relativamente

ao valor 2, concluindo-se imediatamente que € este o valor médio.

2 . Distribuic&o de frequéncias

Numa turma de 14 alunos pede-se a cada aluno que repita 20 vezes a experiéncia de langar as 4
moedas e que registe 0 nimero de faces obtidas em cada langamento. Uma vez realizadas as
experiéncias cada aluno indica os resultados que obteve, de forma a preencher uma tabela com 14

colunas:
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Aluno
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 1 1 1 4 0 0 1 2 1 1 1 2 1
2 1 1 0 2 0 3 1 2 2 3 3 1 3
4 1 2 3 2 2 2 3 1 3 3 2 0 1
2 3 2 2 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1
3 2 3 2 3 1 2 1 3 2 4 4 3 2
2 0 1 1 1 3 2 1 2 2 3 3 3 3
0 3 1 1 2 3 2 3 1 0 2 2 3 1
4 2 3 3 2 3 1 1 2 2 4 1 3 2
4 3 3 2 2 3 2 2 3 2 2 3 3 2
2 2 1 3 1 3 3 4 2 1 1 2 3 4
0 1 2 1 1 2 1 2 1 2 3 2 2 1
2 3 0 2 2 2 3 2 2 1 1 3 2 3
1 1 2 2 2 3 2 3 1 2 2 2 4 0
1 2 3 2 0 3 1 3 2 0 3 2 2 2
1 1 3 1 2 2 1 4 2 1 2 1 3 3
2 3 1 2 2 3 2 2 1 3 1 2 4 1
3 3 4 3 3 0 4 1 4 2 2 2 0 4
4 3 1 3 2 1 1 2 2 4 3 3 1 1
1 3 2 2 1 2 2 3 1 2 3 2 2 2
2 2 3 1 0 3 2 2 2 3 1 2 4 1
A partir da tabela anterior constréi-se a tabela de frequéncias relativas
Distribuicdo das frequéncias relativas
n° faces 0 1 2 3 4
freq. relat. 0,057 0,261 0,371 0,243 0,068

A seguir apresentamos uma representacdo gréfica conjunta da distribuicdo de frequéncias
(diagrama de barras) e da distribuicdo de probabilidades, onde se pode verificar como a
distribuicdo de frequéncias é uma boa aproximacdo para a distribuicdo de probabilidades e

portanto o modelo proposto parece ser adequado:

040
0.35 4
0.30 4
0.25 4
0.20 4
0.15 4
0.10 4
0.05 4 |_I_
0.00 |—. T T T T

0 1 2 3 4

O prob
B freq

Para obter uma aproximacédo para o valor médio calculamos a média
0x0.057+ 1 x0.261+ 2 x 0.371+ 3 x 0.243+ 4 x 0.068 = 2.004

gue, como vemos, fornece uma boa estimativa para o valor médio.
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Actividade — Comportamento da média a medida que se vai aumentando a dimensao da amostra

Continuando com a experiéncia da actividade anterior, vamos estudar a forma como se comporta a
média, a medida que se vai aumentando o nimero de langcamentos. Assim, apds o 1° langamento
em que se verificou uma cara, a média € 1; ao fim do 2° langamento em que se verificaram 2 caras,
a média é 1.5, e assim sucessivamente até se calcularem as 280 médias. Como se verifica pela
representacdo grafica seguinte, a média evolui de forma erratica, oscilando com desvios cada vez
mais pequenos em torno do valor 2, que é o valor médio da varidvel aleatéria que representa o n°
de faces observadas no lancamento das 4 moedas, quando se assume o0 modelo da

equiprobabilidade.

Mais uma vez se verifica que, & medida que o nimero de provas aumenta, os resultados
observados na amostra se aproximam dos valores esperados para a populacdo. Neste caso
verificamos que a média, calculada para um nimero suficientemente grande de observagdes, da

uma boa aproximacao - estimativa, do valor medio.

Evolucdo da média

2.60 -
2.40 1
2.20
2.00 A >
1.80 4
1.60 4
1.40 4
1.20 +
1.00 : : t t f
1 50 100 150 200 250
n° lancamentos
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Processo para simular nameros (pseudo) aleatérios com uma determinada distribuicdo de

probabilidades:

Suponhamos que se pretende simular uma experiéncia aleatéria, em que em cada
realizacdo da experiéncia se pode obter um de k resultados possiveis, x4, Xs, ..., Xk, COM

probabilidades py, pa, ---, Pk, €M que p1+po+...+pg = 1.

1° passo:
Dividir o intervalo (0,1) em k intervalos [0, pi[, [P1, P1*+P2[, [P1+P2, Pi+P+Pa[ , ...,
[P1+p2+...+Pka, 1]

2° passo
Utilizando a méquina de calcular e a fungdo RAND, gerar tantos ndmeros aleatérios
quantos os que se pretendem obter com a distribuicdo de probabilidades dada. Sejam r;,

r,, ..., In 0S NUMeros obtidos.

3° passo

Para cada numero r; obtido no passo anterior faz-se o seguinte teste:

Se rie [0, pef o resultado da experiéncia € o x;
Se ri € [P1, P1tpPal o resultado da experiénciaé o X,
Se ri € [P1+P2, P1+P2+pP3[ o resultado da experiéncia € 0 X3
Se ri € [Pa+P2t...Fpr, [ o resultado da experiéncia € 0 xy

No caso do exemplo anterior dividimos o intervalo (0,1) nos 5 intervalos [0, 0.0625],
[0.0625, 0.3125], [0.3125, 0.6875[, [0.6875, 0.9375[, [0.9375, 1[ de amplitudes 0.0625,
0.250, 0.375, 0.250, 0.0625, respectivamente. Geramos 280 nimeros aleatérios r; e para

cada nimero obtido fizemos o seguinte teste:

Ser; e [0, 0.0625] considera-se 0 faces no langcamento das 4 moedas
Ser; e [0.0625, 0.3125] considera -se 1 face no lancamento das 4 moedas

Ser; e [0.3125, 0.6875[ considera -se 2 faces no langamento das 4 moedas
Ser; e [0.6875, 0.9375] considera -se 3 faces no langamento das 4 moedas
Ser; e [0.9375, 1)[ considera -se 4 faces no langamento das 4 moedas
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Actividade — A lotaria do jogo do galo

Resolvi organizar um jogo do galo especial

para os meus amigos e conhecidos.

Arranjei  um tabuleiro de 9 casas 1 2 3
numeradas e um saco com 9 fichas com os

pode escolher entre duas opc¢des de jogo:

A — Tira 3 fichas ao acaso e ganha se elas 7 8 9

corresponderem a trés nimeros situados

numeros de 1 a 9.

Quem quiser jogar, paga 1000 escudos e

na mesma fila, na mesma coluna ou na mesma diagonal. Neste caso, recebe os 1000

escudos de volta mais um prémio de 8 contos.

B — Tira 4 fichas ao acaso e ganha se 3 delas corresponderem a nimeros situados na
mesma fila, na mesma coluna ou nha mesma diagonal. Neste caso, recebe os 1000

escudos de volta mais outros 1000 escudos de prémio.

Sera que irei ter lucros se tudo correr normalmente?
Em média qual vai ser o meu lucro ou o0 meu prejuizo?

(Desafios, Publico - 13.Jun.99)

Em cada caso, vamos colocar-nos no ponto de vista do organizador do jogo, calcular a

distribuicao de probabilidade e determinar o seu valor médio.

A —Héa 84 maneiras diferentes de extrair 3 fichas de um grupo de 9. Este nimero

corresponde as combinagfes de 9, 3 a 3.

Destes 84 casos, ha 8 que ddo prémio:
1-2-3 456 7-89 1-4-7 2-5-8 3-6-9 159 3-57

8
P(pagar prémio) = —
(pagar p ) o2
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P(na mio) = 1 8 76
nao pagar prémio) =1 - — = —
bagarp 84 84
O organizador tem um lucro de 1000 escudos quando nao paga prémio e um prejuizo de

8000 quando paga. Entéo o valor médio é:

76 8
pu =1000 x Vil 8000 x 81 = 143 escudos
Outra hipétese de resolucdo seria considerar a contabilidade, do ponto de vista do
organizador. Em média, em 84 jogadas:
Receitas: 76 x 1 =76 contos

Despesas: 8 x 8 =64 contos
O lucro € entéo de 12 contos em 84 jogadas, ou de cerca de 143 escudos por jogada.

B — Os casos possiveis sédo CZ = 126, que correspondem as diferentes possibilidades

de extrair 4 fichas do saco com 9.

Destes 126 casos, temos de ver quais sdo os que dao prémio. Pode-se ganhar, por
exemplo, se sairem as fichas 1-2-3 associadas a uma das seis restantes fichas. Ha seis
maneiras diferentes de ganhar com as fichas 1-2-3. O mesmo se passa com as

restantes combinac¢des ganhadoras. Assim, 0s casos que dao prémio séo no total de

8 x 6=48
P 4mio) 48
agar prémio) = —
pagar p 126
P(né 4mio) = 1 48 78
ndo pagar prémig) =1 - — = —
bagarp 126 126
78 48 30000
p=1000 x —— —-1000 x —— = —— =238 escudos
126 126 126

Ou seja, em média, em 126 jogadas a organizacdo perde 48 e ganha 78, o que
corresponde a 48 contos de despesas e 78 de receitas. O lucro é de 30 contos, ou de

cerca de 238 escudos por jogada.

Conclusdo: em média, o organizador tem lucro em qualquer das hipoteses de jogo.

92



DISTRIBUIGOES DE PROBABILIDADE

2.2.3- Variancia amostral versus variancia populacional

Como ja dissemos, ao resumir a informacédo contida na amostra, além das medidas de
localizacdo, de que a média € o exemplo mais conhecido, temos as medidas de

disperséo ou variabilidade, com relevo para o desvio padréo.

Entéo, voltando ao exemplo do dado que temos vindo a estudar, a variancia da amostra

obtida a partir da expressao considerada quando os dados se apresentam agrupados, €é:

2 2 2 2 2
s =(1-3.551) x 0.154 + (2 - 3.551) x 0.165 + (3 - 3.551) x 0.173 + (4 - 3.551) x 0.163 +
2 2
(5-3.551) x 0.174 + (6 - 3.551) x 0.171 = 2.875

donde se obtém para o desvio padréo o valor
s =1.696

Procedendo de forma analoga ao que fizemos anteriormente, em que substituimos as
frequéncias relativas pelas probabilidades, e substituindo também a média pelo valor
médio, obtemos o desvio padrao da populacdo subjacente & amostra, a que chamamos
desvio padrdo populacional, e representamos por o, para distinguir do desvio padréo

amostral, calculado a partir da amostra:

c=171

Define-se variancia populacional, o*, de uma distribuicdo de probabilidades,
(Xi, pi), i=1, 2, . N
como sendo o valor que se obtém multiplicando cada resultado (x; —p)°® pela

probabilidade p; = P(X=x;), i=1, 2, ..., N e adicionando os resultados obtidos:

N
o’ = ) (- wp
i=1

Assim, no esquema anterior podemos acrescentar mais uma estatistica e o parametro

correspondente:

93




DISTRIBUIGOES DE PROBABILIDADE

Fopulacio
(Mariavel discreta)

Pardmetros Estatisticas
Valol medio Média
Variancia pop. Varidncia amos.

Exemplo 6 - O Jodo pergunta ao Miguel o que é que ele prefere: ganhar 5 contos,
qualquer que seja o resultado observado no langamento de uma moeda, ou ganhar 15
contos se no lancamento da moeda sair face, e perder 5 contos se sair coroa? O Miguel
fica indeciso e pede-lhe um conselho. O que € que Ihe aconselharia?

Resolucao:

Na 1%hipdtese ganha sempre 5 contos, pelo que o lucro esperado é 5 contos.

Na 22 hipbtese temos uma varidvel que assume os valores —5 contos (perda) e 15 contos (ganho)

com probabilidade 1/2:

Valor -5 contos 15 contos

Probabilidade 0.5 0.5

O valor médio desta variavel é

-5 contos x 0.5 + 15 contos x 0.5 = 5 contos
Aparentemente as duas hipéteses sdo equivalentes pois em média dariam 0 mesmo ganho. O que é
gue entdo nos pode levar a decidir por uma ou outra das hipdteses? Vejamos 0 que se passa com a
variabilidade: no 1° caso a variabilidade € igual a zero, pois temos um acontecimento certo,
enquanto que no 2° caso a variancia € igual a

2 2
(-5 contos — 5 contos) x 0.5 + (15 contos — 5 contos) x 0.5 =(10 contos)2

pelo que o desvio padrao é igual 10 contos. Isto significa que, embora em média, as duas hipoteses
sejam equivalentes, na 2° hipdtese corre-se um grande risco, pois se numa jogada se pode ganhar

15 contos, também se pode perder 5 contos!

94



DISTRIBUIGOES DE PROBABILIDADE

Exemplo 7 - Seja Y a variavel aleatoria que representa o nimero de vezes, por semana,
que um individuo vai ao multibanco. Suponhamos que o modelo de probabilidade para Y

€ 0 seguinte:

Y=y 0 1 2 3
P(Y=y) 0.15 0.30 0.45 0.10

a) Qual o numero médio de vezes que o individuo vai ao multibanco?

b) Qual a probabilidade de ir 2 ou menos vezes ao multibanco por semana?

¢) Qual a distribuicdo de probabilidades do n° de vezes que um individuo vai ao
multibanco em duas semanas, admitindo que as idas de semana para semana séo
independentes umas das outras?

Resolucao:

a) Valor médio=0x0.15+1x0.30+2x0.45+3x0.10=1.5

b) P(Y<2) = P(Y=0) +P(Y=1) + P(Y=2) = 0.90

¢) Para calcular a distribuicdo de probabilidades da variavel aleatéria X, que representa o
n° de vezes que o individuo vai ao multibbanco em duas semanas, consideremos o

seguinte quadro:
2* semmna

0| o015x0.15! 0.15x0.300 0.15x0.45] 0.15x0.10

g — |- — = l— — — - — — L — — —
£

S 1| 030x0.15| 030x0.30] 0.30x0.45 0.30x0.10
Tl - - -4+ - - -

2 0.45)(0.15| 0.45)(0.30| 0.45)(0.45| 0.45x0.10

I
3 0.10)(0.15I 0.10)(0.30| 0.10)(0.45| 0.10x0.10

O quadro anterior vai-nos servir para calcular as probabilidades da variavel aleatéria
assumir os seus valores. Por exemplo, para calcular a probabilidade de X=0,
consideramos o acontecimento (0,0), que significa “ir 0 vezes ao multibanco na 12
semana e ir 0 vezes ao multibanco na 22 semana”. Como este acontecimento é a
intersec¢do de dois acontecimentos independentes, vem que a sua probabilidade é igual

ao produto das probabilidades. Assim:
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P(X=0) = 0.15x0.15 = 0.0225
P(X=1) = 0.15x0.30 + 0.30x0.15 =.0.0900
P(X=2) = 0.15x0.45 + 0.30x0.30 + 0.45x0.15 = 0.2250
P(X=3) = 0.15x0.10 + 0.30x0.45 + 0.45x0.30 + 0.10x0.15 = 0.3000
P(X=4) = 0.30x010 + 0.45x0.45 + 0.10x0.30 = 0.2625
P(X=5) = 0.45x0.10 + 0.10x0.45 = 0.0900
P(X=6) = 0.10x0.10 = 0.0100

X=X

Probabilidade

0.0225

0.0900

0.2250

0.3000

0.2625

0.0900

0.0100

H& algumas distribuicbes de probabilidades de varidveis aleatorias discretas que sdo Uteis, por

fornecerem bons modelos para as distribui¢6es de frequéncia de muitos situacdes que se observam

na vida real. Um dos modelos mais simples é o modelo uniforme, de que a varidvel aleatoria que

representa 0 nimero de pintas da face que fica virada para cima no langamento do dado, é um

exemplo. Como o nome sugere, é uma distribuicdo em que a varidvel assume um namero finito N

de valores distintos, cada um com probabilidade 1/N. Outro modelo que surge com grande

frequéncia nas aplicacdes € o modelo Binomial, que apresentamos a seguir.
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2.3 - Modelo Binomial
Consideremos as seguinte situacdes:

1 - Suponha que estd interessado em estudar o nimero X de caras que saem em 20
lancamentos de uma moeda equilibrada. Esta experiéncia é constituida por 20
observacbes, em que em cada observacdo se pode verificar a saida de cara, a que
chamamos sucesso, ou a saida de coroa, a que chamamos insucesso. As observacdes
sdo independentes, e em cada uma a probabilidade de sucesso é constante e igual a
1/2.

2 - Suponha que esta interessado em estudar o nimero Y de pecas defeituosas, num lote de 100
pecas, produzidas por uma maquina que fabrica 10% de pecas defeituosas. Esta experiéncia é
constituida por 100 observacBes, em que cada observacdo consiste em verificar se a peca €
defeituosa - sucesso, ou ndo defeituosa - insucesso. O resultado das observacdes é independente de

peca para peca, e a probabilidade de obtermos uma peca defeituosa é constante e igual a 10%.

3 - Suponha que esta interessado em estudar o nimero Z de bebés do sexo masculino
que nascem nos préximos 25 nascimentos da maternidade Alfredo da Costa, em Lisboa.
Admite-se que a probabilidade de nascer rapaz é 0.51. Esta experiéncia é constituida
por 25 observacdes, em que em cada observacdo se pode verificar o hascimento de um
rapaz - sucesso, ou de uma rapariga - insucesso. As observacfes sdo independentes,

e em cada uma a probabilidade de sucesso é constante e igual a 0.51.

4 - Suponha que estd interessado em conhecer o nimero U de donas de casa, que
numa rua com 18 casas sdo contra os toiros de morte, em Portugal. Esta experiéncia é
constituida por 18 observagBes, em que em cada observacdo se pode receber a
resposta SIM (contra os toiros de morte) - sucesso, ou a resposta NAO - insucesso. As
observagbes sdo independentes, e em cada uma a probabilidade de sucesso é
constante e igual a p (desconhecido se ndo se souber qual a percentagem de donas de

casa contra os toiros de morte em Portugal).

5 - Suponha que numa escola com 2200 alunos, 56% sao raparigas. Escolhe-se ao
acaso uma comissao de festas constituida por 12 alunos e estamos interessados em
estudar o ndmero V de alunas pertencentes a dita comissdo. Esta experiéncia é

constituida por 12 observagfes, em que cada observagdo consiste em verificar se o
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aluno é rapariga - sucesso, ou rapaz - insucesso. As observacdes sdo independentes, e

em cada uma a probabilidade de sucesso é constante (aproximadamente) e igual a .56.

6 - Suponha que esta interessado em estudar o nimero T de alunos que, numa amostra
de 15 alunos do 1° ano de determinado curso de uma Universidade, ndo passaram de
ano no ano lectivo de 97/98. Esta experiéncia é constituida por 15 observacdes, em que
em cada observacéo consiste em verificar se 0 aluno ndo passou de ano - Ssucesso, ou
passou de ano - insucesso. As observacdes sdo independentes, e em cada uma a

probabilidade de sucesso é constante (aproximadamente)e igual a p.

Todas as situagfes anteriores séo idénticas nos seguintes aspectos:

i) Considera-se a partida um numero fixo n de observacdes, a que é usual chamar
provas;

i) As observacfes sao independentes umas das outras;

il Em cada observacdo pode-se obter um de dois resultados possiveis, a que
chamamos sucesso ou insucesso;

iv) A probabilidade de sucesso p, é constante de observacdo para observagao.

A variavel X, que representa o nimero de sucessos nas n provas chama-se variavel

aleatéria com distribuicdo Binomial de pardmetros n e p.

Os valores que esta variavel pode assumir sdo
0,1,2,....,n

Qual a probabilidade de X assumir cada um daqueles valores?
Antes de obtermos o modelo geral, vamos comecar por estudar o seguinte exemplo:

Exemplo 8 - Uma senhora comprou 4 bolbos de narcisos, tendo-lhe o florista garantido
que havia uma probabilidade de 75% de cada um florescer para a primavera seguinte.
Estude a variavel X que representa o nimero de narcisos que a senhora ir4 obter.
Resolucao:

O nuimero X de bolbos que florescem pode serigual a 0, 1, 2, 3 ou 4.

0 4
P(X=0)=P(0 bolbos florescerem e 4 bolbos néo florescerem) = 0.75 x (1-0.75)
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P(X=1)=P(1 bolbo florescer e 3 nao florescerem) = 4 x 0.75l X (1-0.75)3 (o coeficiente 4
corresponde ao numero de maneiras de escolher o bolbo que floresce, de entre
os 4)

P(X=2)=P(2 bolbos florescerem e 2 nao florescerem) = 6 X 0.752 X (1-0.75)2 (o
coeficiente 6 corresponde ao numero de maneiras de escolher os 2 bolbos que
florescem, de entre os 4)

P(X=3)=P(3 bolbos florescerem e 1 néo florescer) = 4 x 0.753 X (1-0.75)l (o coeficiente 4
corresponde ao nimero de maneiras de escolher os 3 bolbos que florescem,
de entre os 4)

P(X=4)=P(4 bolbos florescerem e 0 nao florescer) = 1 x 0.754 X (1-0.75)0

Como veremos mais a frente, no capitulo dedicado ao calculo combinatério, o nimero de

maneiras possiveis de escolher k sucessos de entre n observacbes € dado pelo
n!

n
- N n _ - —
coeficiente binomial C, = (kj T K (n-K!

k 4-k
Com esta notagdo P(X=k) = lex 0.75 x (1-0.75) ,com k=0, 1, 2, 3 ou 4.

De um modo geral, se X tem distribuicdo Binomial de parametros n e p,

P(X=k) = Cpx pKx (1 - p)nK

parak=0,1,2,..., n.

Exemplo 9 - Sabe-se que numa determinada escola 70% dos estudantes votaram a
favor da Associacdo de Estudantes eleita, 5% votaram contra e 25% abstiveram-se. Qual
a probabilidade de num grupo de 8 alunos, escolhidos ao acaso (i) 5 terem votado? (ii) 2
terem-se abstido? (iii) 5 terem votado a favor?

Resolugéo :

(i) P( 5 votarem ) = C8

5
2 6
(i) P(2 absterem-se) = C5x 0.25 x 0.75 =0.31

x0.75 x 0.25 = 0.21

5 3
(iii) P(5 votarem favor) = ng 0.70 x.30 =0.25
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Actividade

Represente a distribuicdo de probabilidades de uma variavel

n=2,3,4,5,6,7,8,9,10e 20 e p=0.2, 0.5.

1° caso: p=0.2

aleatdria binomial, para

0.8

0.0

0.6 1
0.4 4
0.2 1

0.5
0.4

n=5

0.3 1
0.2 1
0.1 4

n=3 n=4
0.6 0.5
0.4 04
’ 03H
0.2 — 0.2 1
o HHH——
0.0 0.0 v v ——
0 1 2 3 0o 1 2 3 4
n=6 n=7
0.5 0.4
0.4 — 0.3 4
0.3 02 |

0.2 4
0.1 4

0.0

0.1 1 —U
0.0 T

01 2 3 4 5 6 7

0.4

0.0

0.3 4
0.2 1
0.1 4

0123 4586 78

0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

ﬂ"{ v

01234567829

n=10
0.4
0.3
0.2 4
0.1 4 H n
0 e

0.3
0.2
0.2
0.1
0.1
0.0

n=20

1 4 7 10 13 16 19

Comentario: As representagdes anteriores mostram-nos que a medida que o ndmero n de provas

aumenta, a distribuicdo de probabilidades comega a apresentar uma certa simetria, mesmo quando

a partida partimos de uma distribuicdo assimétrica.
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2° caso: p=0.5
n=2 n=3 n=4
0.6 0.4 0.4 —
04 ] 0.3 0.3
0.2 0.2
0.2 4
0.0 . T T - 0.0 T " T 0.0 n d—r — n
0 1 2 0 1 2 3 0 1 2 3 4
n=5 n=6 n=7
0.4 0.4 0.3
0.3 0.3 0.2
0.2 — 0.2 'I: :I' o1
B 1 | | e N tHHH
0+ T T T —= 0.0 D, n 0.0 puugun
0 1 2 3 4 5 0O 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 45 6 7
n=8 n=9 n=10
0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
0.1 1 0.1 1 0.1 —[I— HH —['—
0.0 4 0.0 4 0 T D ...... D T
012 3456 78 0123456789 0 2 4 6 8 10
n=20
0.2
0.2
0.1
0.1 Il |
00 LormaIUMMIHNRe
0O 3 6 9 12 15 18

Comentario: A distribuicao de probabilidades é simétrica, qualquer que seja o valor de n,
e a medida que o valor de n aumenta comega a esbocgar-se a forma de um sino, que faz
lembrar uma das distribuicdes mais utilizadas — a distribuicdo Normal, de que falamos na

seccao seguinte.

Ver em anexo o programa BINOM, que mostra como evolui o grafico da distribuicdo

Binomial para uma dada probabilidade p de sucesso.
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Aplicac&o do modelo Binomial

Na vida real surgem-nos com frequéncia situagcdes que podem ser bem modeladas pelo modelo
Binomial. Por exemplo, suponhamos que recolhemos uma amostra aleatéria de 15 alunos de uma
universidade com 10000 alunos, onde sabemos que a percentagem de raparigas ¢ 51%. Qual a
distribuicdo da variavel aleatéria que representa o nimero de raparigas na amostra seleccionada?
Serd que estamos numa situacdo em que se aplica 0 modelo Binomial? N&o, se pensarmos
estritamente nas condi¢es que nos conduzem a este modelo, nomeadamente no facto de ser
constante a percentagem de sucessos, quando se realizam as sucessivas provas (seleccdo dos
alunos). No caso presente, se ao seleccionarmos o primeiro aluno dos 10000 alunos, retirarmos
uma rapariga, ficamos com 5099 raparigas, pelo que a probabilidade de sucesso para a prova
seguinte sera de 509/9999 = 0.509950995...: se pelo contrario o aluno seleccionado for rapaz, a
probabilidade de sucesso para a prova seguinte sera 510/9999 = 0.510051005.... No entanto, estes
valores sdo tdo préximas de 0.51, que em termos praticos podemos dizer que o facto de termos
retirado um elemento da populagdo, ndo alterou a sua composi¢do. O mesmo raciocinio pode ser
feito para as provas seguintes. Assim, podemos dizer que a variavel aleatéria que representa o
namero de raparigas (sucessos) na amostra de 15 alunos, pose ser aproximadamente modelada por

uma distribuicdo Binomial de pardmetros n=15 e p=0.51.

Quando o numero de elementos de uma populacdo € substancialmente maior que a
dimenséo n de uma amostra aleatéria simples retirada dessa populacdo, entdo o nimero
de sucessos obtidos na amostra pode ser aproximadamente modelado pela distribuicéo
Binomial, com pardmetros n e p, sendo p a proporcdo de sucessos na populagdo. A
aproximacdo é tanto melhor, quanto maior for a dimensdo da populacdo, quando

comparada com a da amostra.

Nota: Os exemplos 5 e 6 apresentados na introdu¢éo ao modelo Binomial, sdo exemplos

da situacéo descrita anteriormente.

Valor médio e variancia da distribuicdo Binomial

O valor médio ou valor esperado de uma variavel aleatéria X com distribuicdo Binomial é
um valor que surge muito naturalmente, sem nos apercebermos sequer que temos
subjacente um modelo Binomial. Suponhamos, por exemplo, que pretendemos saber

qual o numero esperado de raparigas, huma amostra de 10 jovens, em que a
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probabilidade de ser rapariga é 20%? A nossa intuicdo diz-nos que esperamos obter 2

raparigas, valor obtido ao multiplicar 10 por 0.2.

O valor médio ou valor esperado de uma variavel aleatéria X com distribuicdo Binomial de
parametrosne p, é

m = np

Nota: O resultado anterior obtém-se facilmente a partir da definicdo de valor médio. Efectivamente

se X tem distribuicdo Binomial de parametros n e p, entdo

m= Zn:kﬂ P @-p)™K = np Zn:& pe-p)"™* = np
=k 2 - 1K)

Pode-se mostrar que a variancia da variavel aleatoria X é s? = np(1-p).Distribuicéo de Bernoulli

Um caso particular da variavel aleatéria Binomial € o que se verifica quando n=1,

obtendo-se a chamada variavel de

N° sucessos — k 0 1
P(X=k) 1-p p

Calcule o valor médio e a variancia desta variavel aleatéria e verifigue que sdo iguais,

respectivamente a p e a p(1-p).

A Distribuicdo Binomial e a Calculadora

Na Lotaria Instantanea, mais conhecida por Raspadinha, a probabilidade de obter um

prémio quando se compra um bilhete é de 0.225.

Se comprarmos 20 bilhetes, qual é a probabilidade de n&o ter nenhum prémio?

E de ter apenas 1? Edeter 2? E3? E...?

Estamos perante uma distribuicdo binomial em que o0 nimero de ensaios ou provas € 20

e a probabilidade de sucesso é 0.225. Entéo

P(X=Kk) = CEO « 0,225 % 0.77520 K

Para obter as probabilidades pedidas, o mais facil é colocar esta expressao no editor de

funcdes e pedir a tabela para valores da variavel a partir de O.
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Flotl FlaotZ Flokz

wMe=
wMr=
wMy=
wMo=
wME=

SMIBZE nCr RBE. 22
SR Fra™2E=80

Certas calculadoras permitem obter directamente os valores das distribuicdes binomiais

THELE SETUP

Thl5tart=a
aThl=1
Indrnt: Hzk
Derend: A=k

Il | ALt -

s
=

de uma forma mais facil. Na TI-83 usa-se a instru¢do binompdf que estad em DISTR.

binompdf(n° de ensaios, probabilidade de sucesso,,n° de sucessos)

Se colocarmos a funcdo binomial em Y2 podemos comparar os valores da tabela e

vermos que sao iguais:

wMr=
~hy=
M=

Flotl Flatz Flots W
~MIBZE nCr B, 22
L T e e L
szEbé?ndeFizﬁa

" [ L B R oty

s
=

A probabilidade de nao ter nenhum prémio é 0.6%, a de ter um s6 prémio é de 3.5%, a

de ter 2 é 9.8%, etc. O caso mais provavel é ter 4 prémios; 21%.

Podemos também construir o grafico de barras para esta distribuicdo. Para isso, vamos

a STAT 1:Edit..., colocamos os niumeros de 0 a 20 em L1 e fazemos

ZiSortDc
4iClrList
S:SetlrEditor

L2 = binompdf(20, 0.225, L1)

?ﬁ . EHLE TESTS
it
P SortAC

Depois, pedimos o gréfico estatistico correspondente, escolhendo uma janela adequada.

Neste caso, como as probabilidades acima de 11 sucessos S0 muito pequenas,

escusamos de ir até 20.

-
-
a
-
w
r

Mlmnowree s

-

=binomFdf C28s ..

ML P e | =

Lzri=, B0 LA9E 992,

Flokz  Flok:
B
JFPes I_ L=~ m

HH- HIH |~
wlistila
Frex:lL:z

WIHOOW
Amin=a
Amax=11.873
necl=.5
Ymin=- EB

Fil:LisLz

il e,

min=4
raxsy.E

n=. 210308
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Qual é a probabilidade de obtermos mais de 5 prémios?

Para responder a esta pergunta teriamos de somar as probabilidades de todos os
valores desde 6 até 20. Ou entdo, de 0 até 5 e subtrair a 1. Em qualquer dos casos

teriamos algum trabalho.

Podemos aproveitar o facto de a calculadora ter também a funcéo binomial acumulada

binomcdf, que da imediatamente as probabilidades acumuladas:

binomcdf(n® de ensaios, probabilidade de sucesso,,n° de sucessos)

ORAL Flotl Flotz Floks I Ve

cdf ~M1 Bbinomedf 28, TR | 00611 | o011

Hibinomedt . a i MZEYE | 0yiEd

binomcdf iz Bhinomcdf (28, ¢ 19785 | AaagE

I:= PD;EEDHPSFE . 525:- mwa ;. z10zL | (Ez01d

IFOlssonc nE=

0t geometrdf | My = i 14181 | BE7S7

E: Geametcdf ~Ye= w=Q

Observando a tabela, podemos concluir que a probabilidade de obter 5 prémios ou

menos é de cerca de 71.6%. Logo, a probabilidade de ter mais de 5 prémios é

1-0.716 = 0.284.

2.4 - Lei dos grandes numeros

Consideremos uma experiéncia aleatéria verificando as seguintes condic¢des: (i) Em cada
realizacdo da experiéncia pode verificar-se um de dois resultados possiveis: ou se
realiza o acontecimento A — a que chamamos sucesso, ou ndo se realiza A — caso em
que temos um insucesso (ii) A probabilidade de se obter sucesso em cada realizacao da
experiéncia € constante e igual a p. (iii) A experiéncia pode realizar-se as vezes que se
quiser nas mesmas condi¢cbes e as realizagdes — a que se costumam chamar provas,
sdo independentes umas das outras. A provas com estas caracteristicas chamam-se
provas de Bernoulli. Tendo em atencdo a aproximacao frequencista de probabilidade,
podemos interpretar p como a frequéncia relativa do sucesso numa série
indefinidamente prolongada de provas, sendo este processo utilizado para estimar p. A
questdo que se pde (Parzen, 1960) é a de saber se este processo podera ser legitimado

com base na teoria matematica da probabilidade, que como também vimos, é construida
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a partir de um conjunto de axiomas. Efectivamente assim €, pois Bernoulli em 1713, na
sua obra Ars conjectandi, apresenta uma primeira versao da lei dos grandes numeros,
também referida por lei dos grandes ndmeros de Bernoulli, onde estabelece e prova o

seguinte:

Lei dos grandes nimeros de Bernoulli (Parzen, 1960): Seja S,, o nimero de sucessos

observados em n provas de Bernoulli, com probabilidade p de sucesso em cada prova.

S a . ~
Representemos por f, = _nn a frequéncia relativa de sucesso nas n provas. Entdo

qualquer que seja £>0, tdo pequeno quanto se queira,

lim P[|fn - pl1<ée]l = 1
N—o0
lim P[|fq - pl]>&] = O

N—oo
A expressdo anterior tem a seguinte interpretacdo: A medida que n aumenta, a
probabilidade da frequéncia relativa de sucesso se desviar de p, mais do que uma
quantidade fixada ¢, tende para zero. Podemos dizer que esta é a justificagao “tedrica”

para a utilizagdo da aproximacao frequencista da probabilidade.

Observacgédo (Graca Martins, 1998): Na seccdo 1.5.1 em que introduzimos a aproximacao
frequencista de probabilidade consideramos o exemplo do langcamento de uma moeda
100 vezes e pretendiamos obter um valor aproximado para a probabilidade de se
verificar coroa. Se ao fim dos 100 langcamentos se verificaram 49 coroas, entdo a
frequéncia relativa com que se verificou coroa foi de 0.49 e o limite para que tende a
frequéncia relativa da saida de coroa, ao fim de um grande nimero de lancamentos, é
interpretado como a probabilidade de saida de coroa. Chamamos a atencdo para a

observacgéo feita nesta secc¢ao sobre a interpretacdo a dar a este caso.

106



DISTRIBUIGOES DE PROBABILIDADE

2.5 -0 modelo Normal

Nos exemplos anteriores consideramos que a variavel aleatdria era discreta, isto &, sO
podia assumir um numero finito ou infinito numeravel de valores distintos. No entanto,
guando na Estatistica classificAmos as variaveis, vimos que estas também podiam ser

de tipo continuo.

Suponhamos, por exemplo, que estdvamos interessados em estudar a caracteristica al-
tura da Populagéo constituida pelos individuos adultos, sexo masculino, de nacionalida-
de portuguesa. Identificando a Populagdo com os valores que a caracteristica em estudo
pode assumir, podemos dizer que estamos interessados em estudar a variavel aleatéria
que representa a altura de um individuo escolhido ao acaso de entre os individuos adul-
tos, sexo masculino, portugueses. Obviamente que esta varidvel aleatéria ja ndo é dis-
creta, mas sim continua. Para estudar esta Populacdo suponhamos que se recolheu
uma amostra e que se representou graficamente os dados - de tipo continuo, por meio
de um histograma. Um aspecto possivel para o histograma é o que se apresenta a se-

guir:
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2.5.1 - Histograma versus fungdo densidade

Na continuacao do paralelismo que estabelecemos entre a Populagcédo e a amostra, para
0 caso das variaveis discretas, é oportuno nesta fase investigar se nao havera nenhuma
representacao que seja, para a Populacdo, o equivalente ao histograma na amostra?
Efectivamente essa representagdo existe e € a chamada fungéo densidade de probabili-
dade. No caso do exemplo anterior seria uma curva com 0 aspecto de um sino, conhe-
cida por curva de Gauss ou curva normal. Podemos dizer que esta curva seria o limite
para que tenderia o0 histograma se considerassemos muitas observagdes e por conse-
guinte muitas classes, cada vez com uma amplitude mais pequena, para representar 0s

dados:

Qual é a utilidade da func&o densidade? Para responder a esta questdo voltemos nova-

mente ao histograma, que € a imagem estatistica da funcdo densidade. Dados dois reais
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quaisquer a e b, a area a ponteado da um valor aproximado para a frequéncia relativa de
os dados da amostra estarem entre esses dois pontos, se o histograma foi correctamen-
te construido, isto é, com as areas dos rectangulos iguais as frequéncias relativas das

respectivas classes:

Por sua vez a area a ponteado na fun¢do densidade da o valor da probabilidade da vari-
avel estar compreendida entre os valores a e b. A frequéncia relativa entre a e b € um

valor aproximado daquela probabilidade:

O esquema seguinte, andlogo ao apresentado para as variaveis discretas resume as

consideragfes que acabamos de fazer:
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B

Funcdo densi- |g———| Histograma
dade

Embora néo seja nosso objectivo entrar no estudo das variaveis continuas, ndo podemos
deixar de chamar a atencdo para o facto de nem todos os conjuntos de dados darem
origem a histogramas como o anteriormente considerado, pelo que a funcdo densidade
da variavel aleatéria subjacente n&o é a curva normal. Por exemplo, se no estudo de um
conjunto de dados obtivermos o seguinte histograma, somos levados a sugerir para a

populacdo o modelo exponencial, que se apresenta a seguir:

_l_| "'llln-u.u..u.nnlul

De forma ao que fizemos para o caso de variaveis aleatérias discretas, também para as variaveis
aleatorias continuas se define valor médio e variancia populacional. No entanto, para obter esses
parametros, teriamos de considerar uma generalizagdo das somas consideradas nas formulas para o
caso discreto, que seriam aqui os integrais. Por sair fora do dmbito do curso, ndo entraremos em

mais detalhe.

110



DISTRIBUIGOES DE PROBABILIDADE

2.5.2 - Modelo Normal

O facto de a curva normal ser tdo popular, advém do facto de surgir com muita frequéncia nas
aplicacdes, nomeadamente como consequéncia de um dos teoremas mais importantes da teoria

das probabilidades, o Teorema Limite Central.
Propriedades da curva normal:

e E simétrica relativamente ao valor médio p da variavel, assumindo ai o valor maxi-
mo;

e Quanto maior for o desvio padrdo ¢, mais achatada é a curva;

° By | ] r

e A area compreendida entre a curva e o eixo dos xx € igual a 1;

e A é4rea compreendida entre a curva, 0 eixo dos xx e as rectas que passam pelos
pontos p-c e puto, é aproximadamente igual a 0.68;

e A é4rea compreendida entre a curva, 0 eixo dos xx e as rectas que passam pelos
pontos p-2c e u+2c, € aproximadamente igual a 0.95;

e A é4rea compreendida entre a curva, 0 eixo dos xx e as rectas que passam pelos

pontos p-3c e pu+3o, € aproximadamente igual a 1.
As 3 Ultimas propriedades anteriores dizem-nos que, se X for Normal;

P(lu—o<X< pn+0)=.683
P(u-26<X<p+20)=.954
P(p-36s X<+ 30)=.997
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Exemplo 10 - Os pesos das criangas do sexo masculino com idades compreendidas entre os 10 e

0s 12 anos distribui-se normalmente com valor médio 20 Kg e desvio padréo 3kg. Qual a probabi-

lidade de uma crianga daquela classe etaria, escolhida ao acaso:

Pesar entre 17kg e 23Kg?
Pesar mais de 23kg?

Pesar mais de 29kg?

Resolucao :

A probabilidade de se obterem valores no intervalo [17kg, 23kg] é aproximadamente
0.68.

A probabilidade de se obterem valores fora do intervalo da alinea anterior é aproxi-
madamente 0.32, pelo que a probabilidade pretendida é 0.16, atendendo a simetria
da funcéo densidade de probabilidade.

A probabilidade de se obterem valores no intervalo [11kg, 29kg] é aproximadamente
1, pelo que a probabilidade de se obterem valores fora daquele intervalo sera apro-

ximadamente 0.

1
1 kg 14 kg 17 kg 20 ky 23 kg 26ky 29k
20-3x3 20-2x3 20-3 2043 20+2x3 20+3x3
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A Distribuicdo Normal e a Calculadora

Algumas calculadoras mais recentes permitem observar os graficos das distribuicoes

normais e obter os valores das probabilidades correspondentes a qualquer intervalo.

Imaginemos que queriamos o grafico da distribuicdo normal de valor médio 10 e desvio
padrdo 2. Na TI-83 colocamos no editor de fungdes a instrugcdo correspondente a fungéo
de densidade de probabilidade normal normalpdf que se encontra em DISTR:

normalpdf(variavel, média, desvio padrao)

OFAL Flokl Flotz Flokz Yi=normalrdFila10a2)
normal Fof “MiBrnormalrFdf oRs
fhormaledf o 18,25
JrinvHorme “Mz=
4itrdts wMr=
Sttcdfe wMy=
EiXEpdfy “MNe=
TlXecdf. “ME= azin T=.1984741Y

Janela: [0;20] x [-0.3;0.26]

Podemos também comparar duas distribuigdes normais com o mesmo valor médio mas

diferentes desvios padrfes. Por exemplo, a anterior com a que tem desvio padrao 4.

Flotl Flatz Flots
IE1EHDPmaIPdF{H:

22
W eBnormalrdfox.,
18. 42
WMr=

~hy=
~Ne=

Ou entdo, duas normais com o0 mesmo desvio padrao:

Flotl Flatz Flots
IE1EHDPmaIPdF{H:

a2
W eBnormalrdf CX.,
15.22
wMr=

~hy=
“Me=

Embora o programa do ensino secundario sé inclua o estudo da normal para os casos
particulares correspondentes aos intervalos [u—c ; utc] e [u—2c ; pt+2c], a calculadora
vai permitir-nos trabalhar com qualquer intervalo e portanto resolver muitos mais pro-

blemas.
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Confirmemos primeiro alguns resultados conhecidos. Por exemplo, que cerca de 68% da

distribuicao se encontra no intervalo [u—c ; u+o]. Temos duas maneiras de o fazer.

A primeira, visualizando o intervalo indicado. A partir do ecré principal, vai-se a DISTR e

depois DRAW para pedir:

ShadeNorm(limite inferior, limite superior, média, desvio padréo)

DISTR ShadeHormig, 12,1
ShadeMorm B2
tShade_to
JiShadekz(
4iShadef
AFea=.GBZEAS
T =H ur=iz £

A segunda maneira é mais rapida, embora néo se visualize graficamente. Usa-se a fun-
¢do de distribuicdo normal acumulada normalcdf (ver observacédo no fim da actividade),
que da a area correspondente ao intervalo indicado:

normalcdf(limite inferior, limite superior, média, desvio padrdo)

_?_Eﬂ ORAL normalcdf oS, 121
fhormalFdes Ba.22
normal oot o . 6EZ262942609
finwHorme

PhE
Sitodfc

B XEIpdfs
TdRzodf .

Vemos entdo que ao intervalo [u—o ; p+c] corresponde a probabilidade 0.68269.

O mesmo se poderia fazer para o intervalo [u—2c ; pt+2c], a que corresponde aproxi-

ma-damente a probabilidade 0.9545.

normalcdf . 14,1
’ . 954499876
EHE?EHDPN{E:14:1

AFeg=.054E
Tow=g ur=14

Claro que este processo nos permite obter a probabilidade correspondente a qualquer

intervalo. Por exemplo, para o intervalo [10.3 ; 11.8] obtemos aproximadamente 25.6%.
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normalcdfcld. 3.1

1.8:18,22

« 2OE3Z21964
ShadeHormi18. 3.1
1.8:18. 22

Hr't-:l- cSB3EE
w=i0z ur=11.8

Outra capacidade da calculadora é a funcéo inversa da normal. Permite determinar o

valor abaixo do qual estd uma certa probabilidade. Ou seja, encontrar o intervalo ]—co , L]

que tem essa probabilidade. Usa-se a instrugdo invNorm, que estd em DISTR
invNorm(probabilidade, média, desvio padréo)

Por exemplo, na normal anterior, 40% da distribuicdo esta abaixo do valor 9.4933.

DRAL invHorme .4, 18,25

shormalrFdes
2inormalcdfc 9, 42EIASTIS
gﬂlnuHDPm{

P LEdf
Sitcdfc
G XZpdfs
rlXeEcdf

Podemos confirmar este resultado por um dos processos anteriores, pedindo por exem-

plo a area que corresponde ao intervalo [-1000.9.4933]:

invHorme.4. 18,25

9, 493365793
ShadeHormd -16864,
2.4933, 18,22

I
AFga=.z38990
Tow=-1000  up=3.4933

Observacdo: Dada uma variavel aleatéria X, define-se funcdo distribuicdo ou funcéo
distribuicdo cumulativa de X, como sendo a func¢édo F(x), definida para todo o x real da

seguinte forma:

F(X) = P(X=x)
isto é, para cada x, a funcao distribuicdo d4-nos a probabilidade da variavel aleatéria
assumir valores menores ou iguais a x. Quando pretendemos obter a probabilidade da

variavel aleatéria pertencer ao intervalo (a, b), se tivermos a fungéo distribuicdo F(x),

entdo aquela probabilidade sera

P(a<X<b) = F(b) — F(a)
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Repare-se entdo, para o caso da Normal, o que € que significa utilizar a funcao distri-
buicdo normal — normalcdf, ou a funcéo densidade normal — normalpdf, para calcular a
probabilidade de um intervalo, de uma Normal de parametros p e c::

1° caso: P(X<a)

pdf

20 caso: P(a<X<b)
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Actividade — Salto em comprimento

O treinador de um atleta especialista no salto em comprimento fez um estudo estatistico
dos saltos dados nos ultimos tempos pelo seu atleta e verificou que se distribuiam nor-

malmente com valor médio de 7.23 metros e desvio padrédo de 0.33 m.
1. Qual é a probabilidade de ele dar um salto entre os 7 e os 7.5 metros?

2. O atleta vai dar o ultimo salto a que tem direito e para se classificar para a fase
seguinte precisa de ultrapassar os 7.55 metros. Qual é a probabilidade de o con-
seqguir?

3. E qual é a probabilidade de bater o recorde nacional do seu pais que é de

7.91m?
(Lopes et al, 1999)

A calculadora grafica permite-nos responder imediatamente a estas perguntas.

gnrmalch{?p?.Sp

1. Temos duas maneiras diferentes para o fazer. )
« DOB4EZ3ETE

» Com a funcao de distribuicdo normal acumulada:

normcdf(limite inferior, limite superior,

média, desvio padrao)

A probabilidade é de aproximadamente 55%.

+ Desenhando a fung¢&o de densidade normal e sombrean- SP_-'ad‘f'r_”IDE?':?’ [k
do a area entre os limites indicados:
ShadeNorm(limite inferior, limite superior,
média, desvio padréo)
Atencdo: E preciso definir primeiro uma janela adequada. :
Neste caso [6 ; 8,5] por [-0,3 ; 1,3] fraas BEONES ek
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2. Basta definir o intervalo a comecar no niimero indica- E?FNE%L:':{EE 95 2
. . 16EA9STF7A3
do e a terminar num valor bastante elevado
(20 metros, por exemplo) .
Outra hipétese, mais rigorosa, € aplicar o facto de ser 0.5
a probabilidade de obter um salto maior que o valor mé- normaledfir. S5 2
. - 16EA9STF 743
dio. @.5—rormalodf (7.
%3, TadTaFulds o dd
Portanto, basta subtrair a 0.5 a probabilidade corres- - 1BRE3E7745

pon-dente ao intervalo definido pelo valor médio e por
7.55.

A probabilidade de o atleta se classificar para a fase seguinte é de 16.6%.

3. A probabilidade de bater o recorde nacional € ligeira- %3?5”3"1‘??1%?%3
2
mente inferior a 2%. LB1967E2527

Exemplo 11 - Considere os seguintes dados que dizem respeito a altura de 100 indivi-

duos do sexo masculino:

127.5 | 143.3 | 150.9 | 155.2 | 1595 | 163.7 | 168.2 | 174.3 | 178.0 | 186.7
131.2 | 144.4 | 151.2 | 155.5 | 159.6 | 164.5 | 168.7 | 174.6 | 178.1 | 186.7
133.2 | 145.8 | 151.3 | 156.5 | 160.1 | 164.6 | 169.8 | 175.1 | 178.5 | 189.9
137.3 | 145.8 | 152.3 | 157.1 | 160.2 | 165.0 | 171.7 | 1754 | 181.4 | 191.0
138.4 | 147.0 | 152.4 | 157.3 | 160.3 | 1654 | 171.8 | 175.7 | 181.7 | 193.3
138.9 | 148.3 | 152.7 | 158.2 | 160.5 | 166.1 | 172.0 | 176.4 | 183.0 | 193.8
139.6 | 148.7 | 153.4 | 158.6 | 161.4 | 166.7 | 172.3 | 176.4 | 183.6 | 194.6
140.8 | 149.2 | 154.0 | 158.9 | 1615 | 167.0 | 173.1 | 177.4 | 184.1 | 196.9
141.6 | 149.6 | 154.6 | 159.3 | 162.2 | 167.0 | 173.4 | 177.4 | 184.6 | 198.1
142.2 | 150.3 | 155.2 | 1594 | 163.7 | 167.1 | 173.9 | 177.9 | 185.1 | 200.1

Calcule a média X e o desvio padréo s. Represente graficamente os dados sob a forma
de um histograma. Tendo em conta a forma do histograma, aproximadamente quantos
elementos. da amostra é que espera estejam compreendidos no intervalo [ X -s, X +s]?
Resolucao:

Amédia X =164.4 e o desvio padrdo s = 16.2.

Considerando a seguinte tabela de frequéncias
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Classes Freq. abs. Freq.rel.
[125, 135] 3 0.03
[135,145] 9 0.09
[145, 155] 17 0.17
[155, 165][ 24 0.24
[165, 175] 19 0.19
[175, 185] 17 0.17
[185, 195] 8 0.08
[195, 205] 3 0.03

desenhamos o histograma:

0.25

0.20 -

120 130 140 150 160 170 180 190 200 210

Tendo em conta a forma apresentada pelo histograma, sugere-se para o0 modelo da po-
pulacdo subjacente & amostra o modelo normal com valor médio e desvio padrao apro-
ximadamente igual a 164.4 e 16.2, respectivamente. Entdo esperamos que aproxima-
damente 2/3 dos elementos da amostra, isto €, 66 ou 67 valores estejam no intervalo
(148.2, 180.6). Considerando a tabela dos dados verificamos que este intervalo contém

68 elementos.
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AplicacBes do Modelo Normal

Muitos fendmenos da vida real podem ser modelados, quer exactamente, quer de forma

aproximada pelo modelo Normal. Algumas dessas situacdes sao:

¢

Velocidade a que os carros transitam na auto-estrada Lisboa-Porto, ao km 100.

Peso do acucar contido nas embalagens cheias por determinada maquina, progra-

mada para encher 1kg.

Consumo mensal de electricidade nos lares de determinada localidade, durante o

Inverno.

Classificacbes obtidas pelos candidatos a uma determinada Universidade no ano

lectivo 1999-2000 na disciplina de Histéria.

Salario mensal auferido pelos profissionais da indUstria da hotelaria.
Altura dos portugueses adultos do sexo masculino.

Peso das mulheres portuguesas.

Diametro das jantes de automéveis, de uma determinada marca, fabricadas por uma

determinada maquina.
Quantidade de liquido nas latas de cerveja, em que é pressuposto conterem 33 cl.

Notas obtidas a Biologia, ho exame nacional de 1998-1999 (em que se supfe ser

uma disciplina sem problemas).
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Actividade — Distribuicdo de amostragem da média

Além de termos observado que a média d4 uma boa aproximagao para o valor médio,

gue outras propriedades tera a média, para ser utilizada com tanta frequéncia?

Consideremos a populacdo X constituida por todos os possiveis resultados que se ob-

tém admitindo que se lan¢ca um dado infinitas vezes. A distribuicdo de probabilidades

desta populacdo tem o seguinte aspecto.

X=X

P(X=x)

1/6

1/6

1/6

1/6

1/6

o 01|~ WN

1/6

Esta distribuig&o tem valor médio igual a 3.5 e desvio padréo igual a 1.708.

Utilizando o processo descrito na actividade anterior para gerar nimeros (pseudo) alea-

térios com uma determinada distribuicdo, obtenha 4 observagbes desta populacdo e

calcule a média das observagfes obtidas. Repita este processo 100 vezes:

Os valores obtidos para as médias das 100 amostras de 4 observag¢des apresentam-se

na tabela seguinte, nas colunas assinaladas com a indicagédo de n=4:

n=4 n=5 n=6 n=4 n=5 n=6 n=4 n=5 n=6 n=4 n=5 n=6 n=4 n=5 n=6
1.75 2 2| 275 28 2.833| 3.25 3.4 3.333 3.5 3.6 3.5 4 4
1.75 2 2 3 28 2833| 325 34 3333 35 3.6 35| 4.25 4
2 2 2 3 3 2833| 325 34 3333| 3.75 3.6 35| 4.25 4
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2.25

2.25

2.25

2.25

2.5

2.5

2.5

2.5

2.75

2.75

2.75

2.75

2.75

2.75

2.75

Média de 4 observacoes

2.2

2.2

2.2

2.4

2.4

2.4

2.6

2.6

2.6

2.6

2.6

2.8

2.8

2.8

2.8

2.8

2.8

2.5

2.5

2.5

2.5

2.667

2.667

2.667

2.667

2.667

2.667

2.833

2.833

2.833

2.833

2.833

2.833

3.25

3.25

3.25

3.25

3.25

3.25

3.25

3.25

3.2

3.2

3.2

3.2

3.2

3.2

3.2

3.2

3.2

3.167

3.167

3.167

3.167

3.167

3.167

3.333

3.333

3.333

3.25

3.25

3.25

3.25

3.25

3.25

3.25

3.5

3.5

3.5

3.5

3.5

3.5

3.5

3.5

3.5

35

3.4

3.4

3.4

3.4

3.4

3.4

3.4

3.4

3.4

3.4

3.6

3.6

3.6

3.6

3.6

3.6

3.6

3.333

3.333

3.333

3.333

3.333

3.333

3.333

3.5

3.5

3.5

3.5

3.5

3.5

3.5

3.5

3.5

3.5

3.75

3.75

3.75

3.75

3.75

3.75

3.75

3.6

3.6

3.6

3.6

3.8

3.8

3.8

3.8

3.8

3.8

3.8

3.8

3.8

3.8

3.5

3.667

3.667

3.667

3.667

3.667

3.667

3.833

3.833

3.833

3.833

3.833

3.833

3.833

3.833

3.833

A média e o desvio padrdo da amostra séo respectivamente 3.4 e 0.75.

Repetimos o processo, mas agora com amostras de dimensdo 5 e 6, tendo obtido as

seguintes distribuicdes de frequéncia:
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4.75
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5.25
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4.4

4.4
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4.6
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4.8

4.167

4.167

4.167
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4.333

4.333

4.333
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4.5
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Média de 5 observacoes

A média e o desvio padrao da amostra séo respectivamente 3.4 e 0.67.

Média de 6 observacoes

A média e o desvio padrao da amostra séo respectivamente 3.4 e 0.64.

Repetimos o processo para amostras de dimensdo 15, isto é geramos 100 amostras de
dimenséo 15, calculamos a média de cada uma delas e obtivemos uma amostra de di-
mensédo 100. Tendo em consideracdo a grande quantidade de valores distintos que sur-
gem na amostra, optdmos por construir um histograma, em vez de um diagrama de bar-

ras:
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A média e o desvio padrao da amostra sdo respectivamente 3.45 e 0.42.

Nesta representacdo torna-se mais evidente a semelhanca do comportamento da distri-

buicdo da média com o de uma variavel com distribuicdo normal.

Esta propriedade, consequéncia do Teorema Limite Central, legitima a importancia atri-
buida a distribuicdo normal. Efectivamente na vida real surgem muitas situa¢des em que

somos levados a considerar médias ou somas de um numero consideravel de variaveis.

Gostariamos também de chamar a atencdo para outras propriedades da média, sugeri-

das pelo exemplo, mas susceptiveis de demonstracdo:

e adistribuicdo da média tem um valor médio gue coincide com o valor médio da po-

pulacdo de onde se retirou a amostra;

e avariabilidade da média é inferior a da populacédo e diminui a medida que se au-

menta a dimensdo da amostra.

Esta dltima propriedade também tem algumas consequéncias praticas importantes. Por
exemplo, quando pretendemos pesar um objecto, sabemos que a este peso vem sempre
associado um erro aleatério devido a mdultiplas causas, nomeadamente deficiéncias do
aparelho de pesagem e deficiéncias de leitura. Assim, podemos dizer que o0 peso se
comporta como uma variavel aleatéria que assume valores dentro de um certo intervalo,
dependente da precisdo da balanc¢a, e ndo s6. Entdo, quando pretendemos obter com
algum rigor o peso de um objecto, deve-se utilizar a seguinte estratégia: fazer varias pe-
sagens e depois considerar a média das pesagens obtidas. Este processo garante-nos
que vamos obter um valor que esta mais perto do valor médio da variavel peso, que nao
€ mais do que o verdadeiro peso do objecto, ja que a variabilidade apresentada pela

média € inferior a da prépria populacéo.
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Capitulo 3

Andlise Combinatéria e Probabilidade Laplaciana

3.1 - Introducéao

Com o calculo combinatério podemos contar diferentes modos de agrupar certos objec-
tos ou de percorrer determinados caminhos, usando maneiras sistematicas de proceder.
Por vezes torna-se util recorrer a modelos matematicos quando a contagem directa se
torna muito demorada devido ao elevado nimero de possibilidades em causa numa de-
terminada situacdo. Em teoria das probabilidades trabalhamos com frequéncia com es-
pacos de resultados S com um ndmero finito de elementos os quais podem ser consi-
derados como tendo igual possibilidade de se observar. Em tais situacdes estamos em
condicdes de usar a definicdo classica de Laplace, para atribuicdo de probabilidades aos
acontecimentos associados ao espaco de resultados S. O célculo da probabilidade de
qualquer acontecimento A do espaco de acontecimentos passa assim pela enumeracao
de todos os casos (resultados elementares) favoraveis a realizagao desse acontecimen-
to. E aqui que resultados conhecidos de analise combinatéria se tornam num precioso

auxilio para a efectivacédo desses calculos.

Para introduzir as ideias que estéo por detras da andlise combinatdria podemos comecar

com o seguinte exemplo:

Exemplo 1 - Um restaurante oferece um menu especial formado por duas sopas dife-
rentes (S1 - sopa de legumes e S2 - creme de marisco), e por trés pratos principais (P1 -
frango assado, P2 - febras de porco e P3 - peixe grelhado). De quantos modos diferen-

tes podem ser servidas estas refeicfes?

Designemos o conjunto das sopas por S = {S1, S2} e o conjunto dos pratos principais
por P = {P1, P2, P3}. Uma refeicdo consiste de uma sopa e de um prato principal, ou

seja, € um par (Si, Pj) formado por um elemento do 1° conjunto e por um elemento do 2°
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conjunto. Uma refei¢é@o constitui assim um elemento do produto cartesiano de S e P, ou
seja do conjunto
SxP ={(S1, P1), (S1, P2), (S1, P3), (S2, P1), (S2, P2), (S2, P3)}

0 qual tem 6 elementos, ou seja # (S x P) = #S x #P.

Um principio basico da analise combinatéria e que vai ser de grande utilidade na dedu-

¢ao dos resultados que se vao apresentar, diz respeito precisamente a relacéo entre a
cardinalidade, m, do produto cartesiano de K conjuntos AA,..,A e as suas res-

pectivas cardinalidades N, n,,..., N, .

Principio basico de Andlise Combinatéria: Sejam A, A,..., A, Kk conjuntos de cardina-
lidades n,n,,.... N , respectivamente. A cardinalidade do produto cartesiano
A=A xA x..xA ={(a,,a,,..,a,)l =1,...,nj ,J =1...,K} é dada pelo produto

das cardinalidades dos conjuntos que o constituem, isto é
# A = #AxH#HA, x..x#A  ouseja m=n xn, x..xn,.

Demonstracado: Este resultado pode ser facilmente demonstrado por inducao.

e Comecemos por mostrar que é valido para K = 2. Para formar um par em que o 1°
elemento pertence a A, e o segundo a A,, podemos proceder do seguinte modo:

fixamos o 1° elemento. Ele pode formar um par com cada elemento de A,. Ele entra
assim em N, pares. Como ha N, possiveis 1°s elementos, ha no total N, XN, pa-
res, ou seja o produto cartesiano de A e A, tem cardinalidade N, xn,. Tem-se
assim #(A x A) =H#Ax#A,.

e Admitamos que a proposicdo é valida para k=n . Entdo
#A XA, x...xA)=H#Ax#A, x..x#A, . Provemos que ela é valida para
k=n+1

e Para cada elemento do produto cartesiano A xA, x...x A ,, existe um e um s6

elemento do produto cartesiano (A xA, x...x A)x A, ., isto é, existe uma cor-

respondéncia biunivoca entre estes dois conjuntos. Consequentemente eles tém a

mesma cardinalidade. Assim, tem-se, como se pretendia,

o H(A XA, x..xA xA,)=HA XA <. xXAHA | =HFAXHEA, <X . xH#EAXH#HA
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Exemplo 2 - Se tiver 3 calcas, 2 camisas e 4 gravatas de quantas maneiras diferentes
me posso vestir, vestindo sempre uma peca de cada categoria?

Para responder a esta questao bastara assim calcular 3x2x4 = 24.

3.2 - Arranjos completos, arranjos simples, permutacdes e combi-
nacoes

3.2.1 - Populagdo e amostra ordenada

Suponhamos que o espaco de resultados, correspondente a uma determinada experién-
cia aleatoria, tem N elementos distintos, isto é, S ={Wl,...,WN}. Para facilidade de lin-
guagem e utilizagdo na teoria das probabilidades dos conceitos de andlise combinatéria
que vamos apresentar, designamos também este conjunto por populacdo. Duas popula-

¢Bes sao distintas se tiverem pelo menos um elemento distinto.

A qualquer sequéncia (énuplo) (Wil, ...,Win)1 de n elementos de S damos o nome de

amostra ordenada de dimens&@o n. A W, damos o nome de r-ésima componente, po-

dendo r variar de 1 a n.

Para que duas amostras ordenadas (W;y,...,W;,) e (Wj,...,W;,) sejam idénticas ¢ pre-

Ciso que sejam iguais componente a componente, isto &, W, = Wi, I = 1..,n.

Exemplo 3 - Se tivermos uma urna com 6 bolas idénticas (no formato) numeradas de 1 a
6 e considerarmos uma experiéncia aleatéria que consiste em retirar uma bola da urna e
observar o nimero da bola saida, o espaco de resultados dessa experiéncia podera es-
crever-se como: S ={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Se repetirmos esta experiéncia 3 vezes, obtemos
uma amostra de dimenséo 3.

Uma amostra ordenada de dimensao 3 possivel é, por exemplo, (1, 2, 3). Isto significaria
gue a 12 bola extraida teria o n° 1, a segunda o n° 2 e a terceira 0 n° 3. A ordenacao
corresponde pois a ordem de extraccdo. Note-se que esta amostra ordenada seréa dis-
tinta da amostra (3, 1, 2), embora contenham ambas os mesmos elementos. A ordem

por que os elementos aparecem € pois importante.

! Passaremos a representar uma amostra ordenada usando paréntesis curvo e os conjuntos com chavetas.
Assim , por exemplo, (1,2,3) é uma amostra ordenada e {1,2,3} representa o conjunto destes trés elementos.
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3.2.2 - Arranjos completos e arranjos simples

Consideremos uma experiéncia que consiste em escolher ao acaso n elementos de S.
Para facilidade de exposicdo podemos imaginar que os elementos sdo retirados um a
um. Assim, de cada vez que um elemento é retirado da populacao, ha dois modos pos-
siveis de proceder: ou o elemento é reposto na populacédo apos se anotar o resultado
(isto é qual o elemento retirado) ou ndo é. No primeiro caso diz-se que a amostragem é
feita com reposi¢éo e no segundo caso diz-se que a amostragem é feita sem reposicao.

Assim, a amostragem com reposicao tem como consequéncia a possibilidade de condu-
zir a sequéncias em gue os elementos se podem repetir e a amostragem sem reposi¢ao

a sequéncias em que néo ha repeticao de elementos.

Exemplo 3 (cont.) - Neste exemplo quantas serdo as amostras possiveis de dimenséo 3
(com reposicdo e sem reposicao)?

Uma maneira facil de “contar” é pensar do seguinte modo:

Com reposicéo

e O 1° numero saido pode ser qualquer. Ha assim 6 hipéteses para o 1° numero.

e Para cada ndmero que sai na 12 extrac¢do ha 6 nimeros possiveis para 0 acompa-
nhar na 22 extraccdo. Temos assim um total de 6x 6=236 possibilidades apés a 22
extraccgao.

e Para cada um dos 36 pares possiveis que resultam das duas primeiras extrac¢des ha
6 numeros possiveis para a terceira extrac¢do. H4 assim um total de 36 x 6=216 tri-

plos possiveis.

Generalizando para N - dimensdo do espaco de resultados e para n - dimensédo da

amostra, verificamos entdo que o nimero possivel de amostras de dimensdo n, com re-

posico, que se pode extrair é N x N x...xN = N".
n vezes

Este resultado era de esperar se atendermos ao principio basico da Analise Combinaté-
ria atrds enunciado. Com efeito, quando a amostragem é feita com reposi¢do, uma

amostra ordenada de dimensao n, ndo € mais do que um elemento do produto cartesia-
no SxSx..x§
G L .

nvezes
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Sem reposigao:

e O 1° numero saido pode ser qualquer. Ha assim 6 hipéteses para o 1° niumero.

e Para cada numero que sai na 12 extraccao ha apenas 5 ndmeros possiveis para o
acompanhar na 22 extraccao. Temos assim um total de 6x5=30 possibilidades ap6s a
22 extraccao.

e Para cada um dos 30 pares possiveis que resultam das duas primeiras extrac¢des ha
ja s6 4 nimeros possiveis para a terceira extrac¢do. H4 assim um total de 30x4=120

triplos possiveis para as trés extraccoes.

Este resultado também é obviamente consequéncia do principio basico da Analise Com-
binatéria. Com efeito, a 12 componente do triplo € um elemento de um conjunto de car-
dinalidade 6. Ap6s a 12 extraccdo, o conjunto de onde se extrai a 22 componente tem
cardinalidade 5 e 32 componente pertence a um conjunto com cardinalidade 4, ja que

houve duas extraccdes.

Temos entdo o seguinte 1° resultado de Analise Combinatoéria:

Resultado 1:
Para uma populacdo de N elementos e um determinado valor n o nimero de amostras

distintas de dimenséo n que se pode obter numa extraccdo com reposicao € igual a
N" e sem reposicdo (com n<N) éigual a NAn =Nx(N=-1)x..x(N-n+1)

Este resultado conduz-nos as seguintes defini¢des:

Arranjos completos (Arranjos com repeticao):
Ao nimero de modos distintos de extrair ordenadamente e com reposi¢éo, n elementos

de um conjunto com N elementos, da-se o nome de arranjos completos de N, nan e
N p z q n
representa-se por A . Esse nimero éiguala N'.

Os arranjos completos contam assim o nimero de maneiras possiveis de arranjar, com

possiveis repeti¢cdes, sequéncias de n elementos de um conjunto de cardinalidade N.

o Tem-seentio "A = N".
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Exemplo 4 - Uma pessoa tem trés possibilidades de ir para o trabalho: a pé, de metro ou
de carro. De quantas maneiras diferentes é que ele pode viajar durante os cinco dias da
semana?

Resolucao: O nosso conjunto original tem trés elementos, isto €, S = {ir a pé, ir de metro,
ir de carro}. A sequéncia (amostra ordenada) que pretendemos construir tem dimensao
5. A ordem aqui interessa. Podemos estabelecer como 1° elemento da sequéncia a 22

feira, como 2° elemento a 32 feira, etc. Pode haver, obviamente, repeticdo (alias tem de

haver jad que n > N ). Temos entdo como solugéo 3A5 = 35 =243.

Este exemplo serve para chamar a atencdo que, quando ha repeticdo de elementos, a

amostra pode ter dimensao superior a dimensédo da populacao, isto € pode ter-se n > N.

Arranjos simples
Ao nimero de modos distintos de extrair ordenadamente e sem reposi¢éo, n elementos

de um conjunto com N elementos, da-se o nome de arranjos simples N, n a n e repre-
senta-se por NAn. Esse ndmero éiguala Nx (N—-1)x...x(N —n+1).

Os arranjos simples contam assim o nimero de maneiras possiveis de arranjar, sem re-

peticBes, sequéncias de n elementos de um conjunto de cardinalidade N.

N

e Tem-seentdo  Apn=Nx(N-Dx..x(N-n+1).

Note-se que agora tem de se ter sempre n < N.

Exemplo 5 - Numa turma com 20 alunos a Directora de Turma quer escolher trés para
os trés cargos delegado, sub-delegado e suplente. De quantas maneiras distintas é que
ela pode fazer a escolha?

Resolucéo: Para responder a esta questdo temos que atender ao seguinte: 1°) a escolha
tem de ser feita sem repeticdo (nenhum aluno pode ocupar simultaneamente dois cargos
distintos) e 2°) a ordem por que os alunos séo escolhidos € importante. Ter a Joana para
delegado, o Filipe para sub-delegado e o Pedro por suplente, ndo é idéntico a ter o Filipe
para delegado, a Joana para sub-delegado e o Pedro para suplente, por exemplo. As-
sim, o problema que temos é o de encontrar 0 niumero de arranjos simples de 20 ele-
mentos 3 a 3, ou seja a professora tem 20x19x18=6840 maneiras diferentes de fazer a

escolha.
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3.2.3 - Permutacdes

Podemos perguntar ainda para o exemplo 3 que temos vindo a analisar: Quantas amos-
tras ordenadas distintas de dimenséo 3 é que se podem obter com os nimeros 1, 2 e 3?
Agora com um numero tdo pequeno até as podemos discriminar. Temos (1, 2, 3); (1, 3,
2); (2,1, 3);(2,3,1); (3,1, 2), (3, 2, 1), ou seja 6. Pensemos que para responder a esta
guestdo nido nos interessa 0s outros elementos de S. Apenas os trés seleccionados,
isto é, s6 nos interessa saber qual o nimero de amostras ordenadas distintas de dimen-
sdo 3 que podemos construir a partir de 3 elementos. A resposta a esta questao aparece

assim como consequéncia imediata do resultado 1. Temos entao:

Como consequéncia imediata do resultado 1 vem:

Resultado 2 (Permutac6es):

O numero de amostras ordenadas distintas, de dimensao n que se pode obter, sem re-
posicdo, de um subconjunto de dimensdo nde S ¢é nAn =nx(n-1)x...x1. Este nime-

ro costuma representar-se por n! (lé-se factorial de n)

O factorial de n conta assim o nimero de maneiras de arranjar todos os elementos de
um conjunto de cardinalidade n numa sequéncia sem repeticfes. Representa pois o nu-
mero de permutagbes que é possivel fazer com n elementos distintos. Este nimero &
iguala nx (n—1)x...x1.

e Tem-seentdo nl=nx(n—-1x..x1

Podemos escrever os arranjos simples de N, n a n em termos da notacado factorial do

seguinte modo:

Nan= N (N=1) x...x (N —=n+1)

CNX(N=Dx..x(N-n+1)x(N-n)x..x1
B (N-n)x..x1

N
(N -n)!

comn=0,12,...,N

De modo a que esta igualdade se possa escrever para n=N convenciona-se que 0!=1.
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Exemplo 6 - Um grupo de amigos resolveu arranjar um cédigo para comunicarem entre
eles. Concordaram que cada mensagem ficaria associada a uma sequéncia de dois di-
gitos (0 e 1) e duas letras (X e Y), sem possibilidade de repeticao de letras ou digitos. O
cédigo pode comecar por uma letra ou por um digito, e as letras (ou os digitos) podem
ser seguidas ou intercaladas por digitos (ou letras). Quantas mensagens € que eles po-
dem codificar de acordo com este esquema?.

Resolucao: O que se pretende determinar € o nimero de permutacdes de 4 elementos,

ou seja 4!. Assim eles podem codificar 24 mensagens.

Exemplo 6 (Cont.) - Como 0s amigos acharam que o numero de mensagens era pe-
gueno, resolveram permitir a repeticdo de letras ou/e digitos, mas acordaram que o c6-
digo tinha de ser constituido por duas letras e por dois digitos, mantendo as regras ante-
riores. Quantas mensagens é que eles conseguem agora codificar?
Resolugdo: O nimero de mensagens € agora igual a

41 + 2x3Ix4 + 6x4 = 96

3.2.4 - Amostras ndo ordenadas: Subconjuntos de um conjunto. Combinacdes

Em muitas situacdes pode néo interessar a ordem por que aparecem 0s elementos na
amostra. Por exemplo, a amostragem sem reposi¢do pode ser feita retirando os n ele-
mentos todos de uma vez e consequentemente ndo podemos falar numa ordem, no sen-
tido de podermos dizer qual o primeiro elemento retirado, qual o segundo, etc. Assim

pode falar-se em amostra ndo ordenada.

Uma amostra néo ordenada de dimensdo n composta pelos elementos W, I' = 1...n
identifica-se pois com o subconjunto de S formado por esses elementos. Os resulta-
dos de analise combinatoria que nos interessam nestas circunstancias sao entao os
respeitantes a enumeracdo de subconjuntos de um conjunto. Assim, por exemplo, as
amostras ordenadas (3,1,2) ou (1,2,3) resultam na mesma amostra ndo ordenada que

representaremos por {1,2,3}, ou seja o conjunto formado por aqueles trés elementos.

O problema que agora se pde € o seguinte:
Como é que podemos “contar” o nimero de subconjuntos de dimenséo n (com n=1,...,N)

que se podem formar de um conjunto S de dimensdo N?
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Exemplo 3 (Cont.) - Voltemos ao exemplo que temos vindo a analisar e suponhamos

que retiramos de uma s6 vez 3 bolas da urna a qual contém 6 bolas numeradas de 1 a 6.

Queremos saber em quantos modos diferentes pode resultar esta extraccdo. Queremos

pois saber o nimero x de subconjuntos de dimenséo 3 que podemos formar a partir de

um conjunto com 6 elementos.

e Por um lado ja sabemos que o nimero de amostras ordenadas, sem reposicdo, que
podemos retirar é 6A3 =6x5x4=120

e Como para formar um conjunto ndo interessa a ordem por que aparecem 0s elemen-
tos, e como ja sabemos que para cada conjunto de 3 bolas o nUmero de amostras
ordenadas que podemos constituir com elas é 3!, conclui-se facilmente que o nimero
X pedido é tal que

6pg =xx3

6
) Ag . . 6
ouseja x= 3 Costuma representar-se este nimero pelo simbolo (3] ou por 6C3 e

|é-se combinagbes de 6, 3 a 3.

Podemos facilmente, procedendo de um modo sistematico, discriminar os subconjuntos

de dimenséo 3 que se podem retirar do conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

{1, 2,3} {1, 2, 4} {1, 2, 5} {1, 2, 6}
{1, 3, 4} {1, 3,5} {1, 3, 6}

{1, 4,5} {1, 4, 6}

{1, 5, 6}

{2, 3, 4} {2, 3, 5} {2, 3, 6}

{2, 4, 5} {2, 4, 6}

{2, 5, 6}

{3, 4,5} {3, 4, 6}

{3, 5, 6}

{4, 5, 6}

Sao no total 20. Ora, fazendo os calculos anteriores obtemos

6) 6aAr 120
X U 3 6 2

Podemos assim estabelecer o seguinte resultado
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Resultado 3 (Combinagdes):

O numero de subconjuntos de dimens&o n que se podem formar de um conjunto S de

N Ny Ny,
dimenséao N é dado por n)=

Dito de outro modo, 0 nimero de amostras ndo ordenadas de dimenséo n que se podem

Ny Na
retirar, sem reposi¢éo, de uma populagdo S de dimensdo N ¢ dado por (n j = ?n A

este nimero d4-se o nome de combinagdes de N, n an.

Expanséo Factorial
Note-se que usando a férmula para os arranjos em termos da notagao factorial, se obtém

uma nova férmula para o célculo das combinagdes, nomeadamente:

(Nj N}
n - (N =n)In!

Esta igualdade é chamada de Expanséo Factorial.

Exemplo 7 - A Matilde, mée de 4 filhos (Joana, Raquel, Marco e Filipe), escolhe sempre
dois para a ajudarem nas tarefas do dia a dia. De quantos modos distintos é que ela po-
de fazer a escolha?

Resolucdo: Como nao interessa a ordem por que os filhos séo escolhidos, o problema da
mae consiste em enumerar 0s conjuntos de 2 filhos que pode formar a partir dos 4. Esse
namero é [3 =4—:3 =6. Com efeito ela pode ter os seguintes pares de filhos para a aju-
darem (Joana, Raquel), (Joana, Marco), (Joana, Filipe), (Raquel, Marco), (Raquel, Fili-

pe), (Marco, Filipe).

Exemplo 7 (Cont.) - Durante o més de Agosto a Teresa, prima dos 4 irmaos, vai sempre
para casa da Matilde, que como € logico a inclui no grupo de ajudantes. Com a ajuda do
resultado anterior, pode dizer de quantos modos distintos é que os cinco se podem

agrupar aos pares para executar as tarefas diarias?

N
%Por razbes que veremos mais adiante também se costuma designar as quantidades L”J por coeficientes

binomiais
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Resolucao: Ora, o nUmero de pares em que a Teresa ndo esta presente é 6, como ja
tinhamos visto. O nimero de pares em que a Teresa esta presente é claramente 4, ja

que ela pode acompanhar qualquer primo. Assim o nimero pretendido é 6+4=10. Com

. B . 3 5) 5x4
efeito, se ndo usassemos o resultado anterior teriamos (2) = > =10

Lei de Pascal

Agora podemos generalizar o resultado do exemplo anterior para quaisquer N e n. E facil

de perceber que se tem a seguinte igualdade:

(w7 oomn

Esta é a chamada Lei de Pascal, a qual é facil de estabelecer.

Com efeito, para obtermos o nimero de suconjuntos com n elementos que podemos

obter de um conjunto de N+1 elementos, podemos raciocinar do seguinte modo:

e Seja x 0 elemento do conjunto com N+1 elementos que ndo pertence ao conjunto de
N elementos.

e Podemos subdividir os subconjuntos de n elementos do conjunto com N+1 elementos
em duas categorias: subconjuntos que contém x e subconjuntos que ndo contém x.

N
e Do conjunto com N elementos, (que ndo contém x), podemos formar (nj subcon-

juntos de n elementos, dos quais nenhum contém obviamente o elemento retirado Xx.
e Para obter os subconjuntos de n elementos que contém X, basta junta-lo a todos os

subconjuntos com n-1 elementos daquele conjunto com N elementos. Esses sdo em

: ( N )
numero de .
n-1

Assim se chega ao resultado pretendido.

Suponhamos agora que vamos calcular todas as combinacdes de N elementos tomados
n a n, fazendo variar N desde 0 e n desde 0 a N. Ao procedermos deste modo para va-
rios valores de N, podemos fazer a sua representacdo numa forma tabular. Obtém-se

aquilo que se costuma designar por tridngulo de Pascal
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Repare-se que cada termo do tridngulo de Pascal se obtém como a soma dos dois ter-
mos que lhe estdo acima. Esta é realmente a leitura da Lei de Pascal que temos vindo a
analisar. Por exemplo, considerando o terceiro elemento da ultima linha, 10, ele ob-
tém-se como sendo a soma do 2° e 3° termos da pendltima linha, ou seja 4+6, e assim

sucessivamente
Lei da Simetria

Outra propriedade que observamos ao analisar o triangulo de Pascal é a simetria. No-
te-se que cada elemento do triangulo é simétrico em relagdo ao elemento(ou elementos)

central(is) da mesma linha. Esta simetria traduz-se algebricamente pela seguinte igual-

Rt}

Com estes resultados e usando o método de inducéo é facil agora chegar ao resultado

dade (cuja verificacao é trivial)

Esta é a chamada Lei da Simetria.

relativo ao desenvolvimento do bindmio de Newton.
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Teorema Binomial: Para quaisquer a e b reais e qualquer inteiro positivo N é vélida a

seguinte igualdade

NN
(a+b)N = Z(kjaN_kbk

k=0

:(gjaN + @I)aN_lb+ ...+(:ljaN_kbk +

N N-1 (NJ N
+...+(N_1jab + N b

Demonstracéo (por inducéo):
A igualdade é valida para N = 1, como é facil de verificar .
Suponhamos que € valida para N. Vamos mostrar que continua valida para N+1.

Tem-se:

N
(a+n)N_@ +b)N(a+b)=(Z(Eja'\“"bk)(m b) =
k=0

(N N#1 (Nj N (Nj N (Nj N-1, 2 [NJ N-1, 2 (NJ N-2,3
—(Oja +oab+lab+1a b+2a b+2a b

N ) 2 N1 (Nj N (NJ N (N)Nﬂ
+...+(N_Jab + N -1 ab' + Nab + Nb

N N
O resultado pretendido segue imediatamente, usando o facto de que (Oj =1, (Nj =1

. N N N+1
para qualquer N e atendendo a igualdade N1 + =l )
Usando este teorema podemos agora responder facilmente a seguinte questao: Quantos

subconjuntos (excluindo o conjunto vazio) podemos entdo formar a partir de um conjunto

com N elementos?

N
Como para cada dimensdo n podemos formar (njsubconjuntos distintos, assim pode-

N

N
mos formar no total Z [nj subconjuntos. Fazendo a =1, b =1 na férmula do bi-
n=1
NN
némio de Newton, obtém-se (l+1)N —oN_ Z[nj . Temos portanto oN 1 subcon-
n=0

juntos.

Temos assim o seguinte resultado:
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Resultado 4:

Ha 2'\I —1 amostras nao ordenadas distintas (de qualquer dimensédo n com, 1< n <N)
que se podem formar a partir dos elementos de um conjunto S de cardinalidade N. (A
dimensao de uma amostra € um ndmero natural, portanto exclui-se o conjunto vazio co-

mo subconjunto possivel).

Repare-se que este resultado é equivalente a afirmar que, o conjunto das partes de um

conjunto de cardinalidade N, tem cardinalidade 2N .

Actividade

Num jogo de bridge as 52 cartas sdo distribuidas em numero igual por 4 jogadores. Uma
mao corresponde assim a 13 cartas. Quantas maos diferentes é que se pode conseguir
para um jogador?

Resolucdo: Claramente a ordem por que as cartas sédo distribuidas ndo tem interesse.
Também é claro que n&o pode haver repeticdo de cartas. Assim o nimero pretendido é

dad (SZJ 2L _ 635.013.559.600
adoPOr | 13) = Taizg) = PO TH9O9ONE:

Actividade

4 amigos, Jodo, Joana, Francisco e Francisca encontram-se na praia e cumprimen-
tam-se com um aperto de mao. Quantos apertos de méao séo trocados?

Resolugado: E facil de contar...O Jodo da um aperto de méao a Joana, ao Francisco e a
Francisca. A Joana da um aperto de méo ao Francisco e a Francisca (note-se que o
aperto de mao dado ao Jodo ja foi contado!). O Francisco da um aperto de mao a Fran-
cisca. Assim foram trocados 6 apertos de méo. Mas fagamos as contas. Como néo inte-
ressa a ordem, como ja observamos, (e ninguém da um aperto de méo a si préprio!),

4
temos de calcular (2) , OU seja 6, como ja tinhamos visto.

Actividade

Uma pessoa ganha no jogo do totoloto se acertar nos 6 niUmeros extraidos dos 49 em
jogo. A extraccdo é como se sabe feita sem reposicdo e as bolas sdo numeradas de 1 a

49. Também se sabe que a ordem por que as bolas séo extraidas ndo interessa. Se ca-
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da aposta custa 50$00, quanto dinheiro € que eu gastava se quisesse considerar todas
as hipéteses possiveis?
Resolucao: O numero de modos que ha de escolher 6 nimeros de entre os 49 é clara-

49
mente dado por (6) = 13.983.815. Portanto teria de gastar 699.190,75 contos!!! Nao

merece a pena...
Combinacées com reposicéo.?

Também se pode por a questdo: numa amostragem com reposi¢éo, quantas amostras ndo ordenadas de di-

mensé&o n é que podemos formar a partir de uma populacéo de dimensdo N?

Exemplo 8 - Suponhamos que temos uma urna com 6 bolas numeradas de 1 a 6 e extraimos 3 bolas da urna

com reposigdo. De quantos modos diferentes é que podemos fazer esta extracgdo se a ordem por que as bolas

aparecem ndo interessar?

Para resolvermos esta questdo podemos pensar assim:

e As 3 bolas podem ser todas iguais. Isto corresponde a escolher uma bola das 6 e repetir. Temos assim 6
possibilidades, ou seja

e As bolas podem ser duas iguais e uma diferente. Isto corresponde a escolher 2 das seis, sem reposicao e

repetir uma delas, ou seja, das duas saidas escolher uma. Entao temos (apelando novamente ao principio

6\(2
fundamental da andlise combinatoria) (2) (J = 15 possibilidades.

e As bolas podem ser todas diferentes. Isto corresponde a escolher 3 bolas das 6 sem reposic¢éo, ou seja ha

6
(3} = 20 possibilidades.

6 6)\(2 6
Temos entao no total [J + (2)(1) + (3) = 56 possibilidades.

H&, no entanto, outro raciocinio possivel. Como a extraccéo € feita com reposicéo e ao retirar 3 bolas sédo fei-
tas, para todos os efeitos, duas reposi¢des (a terceira ja ndo conta pois ndo vamos voltar a fazer uma extrac-
¢do) o problema seria equivalente a situagdo em que fariamos uma extracgéo de trés bolas sem reposicao de

8
um conjunto com 6+2=8 bholas. Teriamos assim um ndmero de possibilidades igual a 3 gue é precisamente

igual a 56.

® Este assunto nao faz parte do curriculo de estudos. Apresenta-se aqui como curiosidade.
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Estes raciocinios podem ser generalizados para uma situagdo em que de um conjunto com N elementos que-
remos extrair, com reposi¢cdo, amostras ndo ordenadas de dimensédo n. O facto de que com ambos os racioci-

nios chegarmos ao mesmo resultado é consequéncia da igualdade
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Temos assim o seguinte resultado

Resultado 5:

O numero de amostras nao ordenadas de dimensao n que se pode extrair, com reposi¢éo, de um conjunto com

N+n-1
N elementos distintos é dado por
n

Para uma demonstragdo deste resultado usando o principio da inducéo pode consultar-se Parzen (1960).

Exemplo 12 - Imaginemos que se pensa num novo jogo do totoloto em que as bolas, uma vez extraidas, sdo
repostas antes da nova extraccdo. Quantas apostas diferentes é que se podem agora construir?

49+5
Resolugdo: Admitindo que a ordem continua a néo interessar, temos como resultado 5 =25 826 165

apostas.

3.3 - Andlise Combinatéria e Célculo de Probabilidades

O objectivo ao introduzir no¢des de calculo combinatdrio foi 0 de o aplicar no célculo de
probabilidades. Para o efeito teremos que admitir que as amostras ordenadas séo alea-
térias, isto €, tém igual probabilidade de serem seleccionadas. Assim, por exemplo,
quando falamos em amostras (ordenadas) aleatérias de dimensdo n de uma populacdo

com dimensdo N, admitimos que a probabilidade de qualquer amostra ser retirada da
1

NA

populacao é W se a amostragem for feita com reposicdo e igual a se a amos-

n

tragem for feita sem reposi¢éo. Isto porque ja sabemos que o nimero de amostras or-
denadas de dimensdo n que é possivel retirar de uma populagdo com dimensao N é
igual a N" se a amostragem for feita com reposicao e igual a NAn se a amostragem
for feita sem reposicdo. Estes nimeros s@o na realidade as cardinalidades dos espacos
de resultados das experiéncias aleatérias respectivas. Quer num caso, quer noutro, 0s
conjuntos unitarios formados por cada amostra ordenada, constituem assim os aconte-
cimentos elementares do espaco de acontecimentos associado a experiéncia respectiva.

A,

Note-se que o facto de W estar proximo de 1 quando N é grande e n relativamente
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pequeno, implica que seja praticamente indiferente qual o tipo de amostragem feita
quando lidamos com populacfes de dimensao elevada e amostras de dimenséo peque-

na.

Relembremos que na situagdo em que 0 espaco de resultados (espagco-amostra) é finito
e 0s casos sao igualmente possiveis (resultando em acontecimentos elementares equi-
provaveis), entdo a probabilidade de um acontecimento pode ser calculada como a razdo
entre o niumero de casos favoraveis ao acontecimento (um acontecimento é sempre a
unido de acontecimentos elementares) e o niUmero de casos possiveis. Assim ja vemos
em que situagdes e como € que os resultados da andalise combinatéria nos podem ser
Uteis para o célculo de probabilidades de acontecimentos de um determinado espaco de

acontecimentos.

Porque é que as amostras ndo ordenadas ndo tém necessariamente igual probabilidade

de serem seleccionadas?

Para responder a esta pergunta recorramos ao exemplo habitual da urna com 6 bolas
numeradas de 1 a 6 e suponhamos que tiramos 2 bolas da urna com reposicdo e obser-

vamos o nimero da bola saida. O espaco de resultados associado a esta experiéncia € :

@) @2 L3 (L4 @5 (1L6)
(21) (22) (23) 24 25 (26)
(31 B2) B3 B4 G5 (@6
(41 (42 (43) (44) 45) (4.6)
(G 6G2) 63 G4 63 (56)
(61) (6.2) (63) (6.4) (65 (6.6)

A cardinalidade deste conjunto é como ja sabemos 6A2 = 62 =36. Os acontecimentos

elementares sdo da forma {(i, j)}, onde i e j podem tomar qualquer inteiro de 1 a 6. Qual

a probabilidade de se retirar uma bola numerada com um 5 e outra numerada com um

2
6? Esta probabilidade é obviamente % , pois é a probabilidade do acontecimento {(5,6},

(6,5)}, unido dos acontecimentos elementares {(5,6)}, {(6,5)}. Qual é a probabilidade de

obter 5 nas duas extrac¢des? E claramente % As amostras nao ordenadas ndo tém

pois, necessariamente, a mesma probabilidade de serem observadas.
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Ha pois necessidade de ter cuidado em aplicar os resultados da analise combinatéria,

principalmente quando as amostragens séo feitas com reposicdo e se pensa que, para

responder ao problema, a ordem em que 0s elementos aparecem na amostra nao inte-

ressa.

Actividade

Num saco ha 16 pecas de fruta, 4 laranjas, 4 péras, 4 macgés e 4 kiwis. Tiram-se duas

pecas ao acaso. Qual a probabilidade de que sejam:

a) da mesma espécie

b) uma laranja e um kiwi

Resolucao:

a) 1°processo

Como ha 4 espécies de fruta, tirando 2
pecas (supbe-se que ndo se repde a 12

peca), a probabilidade ser4 dada por:
4 3 4 3 4 3 4 3 1

1671571615 16715 16 15 5

b) Nesta situacdo podemos ter 1° uma
laranja e depois um kiwi ou o contrario,

donde a probabilidade sera dada por
4 4 2
2

X—X— ="
16 15 15

2° processo (recorrendo a analise combi-
natéria)
NUmero de casos possiveis
16
=120
2
NUmero de casos favoraveis

4
4x| |=24
2

1
P i e 22 _1
robabilidade pretendida 120 "%
NuUmero de casos possiveis
=120
2
Numero de casos favoraveis
4 4
X =16
1 1
Probabilidade pretendida: — —3
P 120 15

Actividade

De um conjunto de flores formado por 5 rosas vermelhas, 4 rosas brancas e 3 rosas

amarelas, pretende-se formar um ramo com 4 destas flores escolhidas ao acaso. Calcule

a probabilidade de:

a) O ramo ter exactamente 3 rosas vermelhas
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b) O ramo ter pelo menos uma rosa vermelha

Resolucao:

12
b) Ndamero total de ramos (4} =495

9
A AA _ para o lugar que falta preencher temos (J =9 possibilidades, pelo que a
robabilidade pretendida 6 —— = —
P P 495 55

c) P(pelo menos uma rosa vermelha) = 1 — P(nenhuma rosa vermelha)
35
P(nenhuma rosa vermelha) = ——, pelo que

495"’
35 92
P(pelo menos uma rosa vermelha) = 1 ~295 ~ 09

Actividade

Num conjunto de 8 livros encontram-se duas obras de Saramago. Forma-se um pacote
ao acaso com 5 desses livros. Qual a probabilidade dessas duas obras estarem inclui-
das no pacote?

Resolucéo:

8
Numero de pacotes possiveis [5] =56

6
Numero de pacotes favoraveis [3] =20 (temos 6 livros disponiveis para 3 lugares)

. . 20 5
Probabilidade pretendida 56 - 14

Actividade

Com os algarismos 5, 4, 3, 2 e 1 formam-se ndmeros de 4 algarismos todos diferentes.
Qual a probabilidade de esses nimeros serem pares?

Resolucao:

Total de nimeros possiveis com 4 algarismos 5A4 =120

Com os algarismos disponiveis, para os nimeros serem pares terdo de terminar em 2 ou
4.
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pelo que o nimero de possibilidades é 2><4A3 = 48.
. . , 48 2
Entédo a probabilidade pretendida sera —— =—.
120 5
Outro processo: Como temos 5 algarismos para ocupar o lugar do algarismo das unida-

des, mas s6 2 é que sédo favoraveis, a probabilidade pretendida é g .

Actividade

Uma banda musical é constituida por 14 jovens de 3 nacionalidades diferentes: 6 portu-
gueses, 5 cabo-verdianos e 3 angolanos. Forma-se ao acaso um grupo de 6 jovens.

Qual a probabilidade de ter 3 portugueses, 2 cabo-verdianos e 1 angolano?

Resolucéo:
NUmero de casos possiveis 14C6 =3003
NuUmero de casos favoraveis 603 ><5C2 ><3C1= 600
600
. . . 200
Probabilidade pretendida —3003 20%

Actividade — Um jogo de cinco dados (continuac&o)

Langcam-se cinco dados. Para ganharmos tem de sair o nimero 5 mas néo pode sair 0 6.

Qual é a probabilidade de ganhar?

J& comecamos a estudar este problema no capitulo 1 e conseguimos obter experimen-
talmente o valor aproximado de 27.3% para a probabilidade pedida. Vamos agora chegar

ao resultado exacto.

O numero de casos possiveis quando lanco cinco dados sdo os arranjos com repeticao

dos 6 nimeros:

Casos possiveis = 6A'5 = 6° =7776

O numero de casos favoraveis (sair 5 mas nédo sair 6) tem de ser feito em duas etapas.

Primeiro, ndo pode sair 6: sdo os arranjos com repeticdo dos nimeros de 1 a 5.

Casos em que néo sai 6 = 5A'5 = 55 =3125

Segundo, ndo pode sair 6 mas tem de sair 5. Entéo, aos 3125 casos anteriores temos de

subtrair os casos em que também nao sai 5.
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Casos em que ndo sai 6 nem 5 = 4A'5 = 45 = 1024

Casos em que ndo sai 6 mas sai 5 = 3125 — 1024 = 2101

21
Logo: P(sair 5 mas ndo sair 6) = —— =0.27019

A probabilidade de ganhar o jogo é praticamente igual a 27%.

Reparemos que o valor obtido experimentalmente esta bastante perto do valor tedrico.

Para aplicacdo dos resultados tedricos anteriores vamos apresentar alguns exemplos

classicos de calculo de probabilidades.

3.4 - Exemplos Classicos de Calculo de Probabilidades

Um problema de urnas

Uma urna contém N bolas das quais N, s&o brancas e N, sdo vermelhas. Reti-
ram-se N bolas ao acaso. Qual a probabilidade de haver n, brancas e N, vermelhas
se (i) a amostragem for feita sem reposicéo, (i) se a amostragem for feita com reposi-

¢cao?

Para resolver esta questdo vamos comecar por simplificar o problema atribuindo valores
especificos a N, N;, N,,n,n;,n,. Suponhamos entdo que:

N=6,N1 =4,N2 =2,n=2,m =2,n2 =0.
Imaginemos que as bolas se podem distinguir e que podem ser consideradas como
sendo numeradas de 1 a 6, tendo as bolas brancas nimeros de 1 a 4 e as vermelhas os
nimeros 5 e 6. Assim podemos escrever o espaco de resultados S inicial, relativo a

composicdo da urna como S ={1,2,3,4,5,6}.

Ao retirarmos amostras ordenadas de dimensdo 2 sem reposi¢cao o conjunto de todas

as amostras possiveis é:

S*={(1.2), (1,3), (1,4), (1.5), (1,6), (2,1), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6),
(3.1). (3.2), (34),(3.5), (3,6), (4.1), (4,2), (4.3), (4.,5), (4.6),
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(5.1), (5.2), (5,3), (5,4), (5.6), (6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5)}.

Como vemos, e sabemos de acordo com o resultado 1, ha 6A2 =30 amostras possi-
veis. O conjunto das amostras favoraveis ao acontecimento desejado é A = {(1,2), (1,3),

(1.,4), (2,1), (2,3), (2,4), (3,1), (3,2), (3,4), (4,1), (4,2), (4,3)} em numero de 4A2 =12e

4
portanto, pela regra de Laplace, a probabilidade pretendida sera de G—AZ :E = 5

¢ Notemos que ndo é importante a ordem por que as bolas aparecem ja que foi pedida
a probabilidade de haver duas brancas (n&o foi referida a ordem de aparecimento).
Assim sendo poderiamos usar em vez do resultado 1, o resultado 3 referente a

amostragem ndo ordenada sem reposi¢cao e obteriamos para o nimero de amos-

6 4
tras possiveis o valor (2} =15 e para o numero de amostras favoraveis (2] =6e

portanto a probabilidade é igual a anteriormente calculada, como seria de esperar.
Cuidado aqui! As amostras ndo ordenadas tém a mesma probabilidade de serem ob-
servadas? A resposta aqui é positiva pois como a amostragem é feita sem reposicao,

ndo ha repeti¢cdo de elementos na amostra.

Consideremos agora a situacdo de uma amostra ordenada com reposi¢do. O namero
L. 4 2 . p .
de amostras possiveis € agora 6° = 36 e o nimero de amostras favoraveis ao aconte-

. . . . .16 4
cimento é 42 =16e portanto a probabilidade pedida seria _6 :5 .

Como responderiamos entdo ao problema geral?

No caso geral, a probabilidade pretendida é:

) i

- P N
Pensando em amostras ordenadas, o nimero de casos possiveis é dado por A, e o

(1) amostragem sem reposicao

. 7 n .z
namero de casos favoraveis é NlAn xNZAn , ja que para obter em n bolas N
ny 1 2
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n . .
brancas (e consequentemente N, vermelhas) ha (nlj maneiras diferentes de acontecer.

Para escolher n, brancas de entre N; e n, vermelhas de entre N,, ha N, AnlxNZAnz
maneiras diferentes de proceder. Tem-se entdo que a probabilidade pretendida é
Nop. N
(”J N Noa An, :An (Nl](sz
n n : ! no! ~\m J\np
N B N -
TR

nl n

Repare-se que se obtém o mesmo resultado se tivéssemos raciocinado em termos de
amostras ndo ordenadas. Isto acontece por que no caso em que nao héa reposicéo e
portanto ndo ha repeticdo de elementos em cada amostra, as amostras ndo ordenadas

sdo equiprovaveis.

(2) amostragem com reposicéo’

(n Ny M None
n NI
Resolucao:

O raciocinio €é idéntico ao anterior. Agora considera-se amostras ordenadas com reposi-

céo.
O Problema dos aniversarios

Suponhamos que estamos numa sala com 20 pessoas. Qual € a probabilidade de néo

haver duas pessoas a fazer anos no mesmo dia?

Para resolver este problema temos de assumir que o ano tem 365 dias e que a taxa de
nascimentos é constante ao longo do ano, de modo a poder admitir que qualquer dia do
ano é igualmente provéavel para ser o aniversario de uma pessoa. O que pretendemos €
entdo calcular a probabilidade de ndo haver repeticdes numa amostra de dimensdo n
obtida por amostragem com reposicdo de uma populacdo de dimensdo N. Assim no
nosso caso n = 20 e N = 365 o niimero de casos favoraveis ao acontecimento desejado

365/-\‘ 20 € 0 numero de casos possiveis é 365A20. A probabilidade pedida é

365
entdo, utilizando a regra de Laplace, igual a =0.589.
g p g 36520

€ dado por

! Repare-se que n3o temos aqui mais do que o modelo binomial.
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Note-se que este problema tem uma solucdo bastante simples se se raciocinar em ter-
mos de probabilidades condicionais. Com efeito, a 12 pessoa pode fazer anos em qual-

. . . 365 . .
quer dia e a probabilidade é % . Dado que a 12 pessoa faz anos num determinado dia,

. 364 . ~
a 22 pessoa tem probabilidade % de fazer anos num dia qualquer que ndo o da 12

pessoa. Continuando até terminar a 202 pessoa, temos que a probabilidade pretendida é

0 produto das probabilidades calculadas.

E interessante referir que, por exemplo se n = 4 se tem a probabilidade igual a 0.984 e

para n = 64 a probabilidade é 0.003.

A probabilidade de numa sala com 20 pessoas haver pelo menos duas pessoas a fazer

anos no mesmo dia é portanto 1 — 0.589 = 0.411.

Actividade — O Problema dos aniversarios

Qual € o nimero minimo de pessoas que € preciso ter numa sala para que a probabili-

dade de haver pelo menos duas a fazer anos no mesmo dia seja superior a 50%?

Se pedirmos as pessoas para comecar por fazer uma estimativa deste nimero, é normal
que, depois de efectuados os célculos, se verifique que quase toda a gente se afastou
muito do valor real. Este é um dos resultados que vai contra a intuicdo da grande maioria

das pessoas.

Para simplificar, vamos ignorar a possibilidade de haver quem faga anos a 29 de Feve-
reiro e supor que todos os 365 dias do ano séo igualmente provaveis para 0 aniversario
de uma pessoa ao acaso (0 que ndo é rigorosamente verdade: h4 dias ligeiramente mais

provaveis que outros).

Vamos calcular as sucessivas probabilidades de ndo haver duas pessoas a fazer anos
no mesmo dia, comegando com uma Unica pessoa na sala e fazendo entrar as outras

uma a uma. Pararemos logo que a probabilidade seja inferior a 0,5.

365
Se s6 houver 1 pessoa, ela pode fazer anos em qualquer um dos 365 dias: P = % =
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Entra a segunda pessoa, que tem de fazer anos num dia diferente da primeira. Servem
364
364 dos 365 dias: —— . A probabilidade de ndo coincidéncia de aniversarios é

365 364
P(2)= — x — =0.9973
365 365

Entra a terceira pessoa, que tem de fazer anos num dia diferente das anteriores. Servem
363
363 dos 365 dias: 3_65 A probabilidade de nao coincidéncia de aniversarios é

365 364 363
P@B)= — x — x — =0.9918
365 365 365

Para 4 pessoas:

365 364 363 362
P@)= — x— x—x—— =0.9836
365 365 365 365

E facil agora fazer a generalizagdo para n pessoas:

365

P(n)= —L
365"

Agora vamos procurar o menor valor de n que faz com que P(n) seja inferior a 0,5. Po-
demos usar a calculadora. Colocamos em Y1 a fun¢do P(n), em Y2 a funcdo 1-P(n), que
€ a probabilidade de haver pelo menos duas pessoas a fazer anos no mesmo dia, e fa-

zemos uma tabela para os sucessivos valores de n.

Flokl Flokz Flokz 3 b | Nz * bl Wz
=M B3RS nPr Bo3E 1 1 0 17 LGEY488 | 31E01
Y z marzg | opzry 1| EEZDA | (FhEo]
~izB1-Y i | Dicee 3| :sate | Sidak
WMr= c a7zEE | .0EPLh 21 Ecgzd | y4zgg
“My= & -acacy | layoks i EE4E

WNe= 7 843P | oEEEY 23 4Ez?

M= Yi=.9836448237533 Ve=.0B7297234324

Vemos entdo que bastam 23 pessoas para que a probabilidade de haver duas pessoas a

festejar o aniversario no mesmo dia seja superior a 50%. O resultado é surpreendente-

mente baixo.

Com 30 pessoas, a probabilidade ja é superior a 70%, e com 41 pessoas superior 90%.

Com 57 chega-se aos 99% e com 70 ultrapassa-se 0s 99.9%.
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O Problema dos chapéus

Ha N pessoas e cada uma pde o respectivo chapéu numa caixa. Qual a probabilidade de
uma determinada pessoa retirar o préprio chapéu? Qual a probabilidade de que pelo

menos uma pessoa escolha o chapéu correcto?

Este exemplo ja o tratAmos anteriormente, no capitulo 1, quando estudamos as proprie-
dades da Probabilidade.

Actividade

Uma secretéria muito desarrumada tinha 5 cartas para meter em 5 envelopes, mas caiu
tudo ao chéo e ela meteu as cartas nos envelopes sem tomar aten¢éo aos nomes. Uma
das cartas era para o Senhor Silva. a)Qual a probabilidade de ele receber a carta que lhe
era dirigida? b) Qual é a probabilidade de pelo menos uma pessoa receber a carta que
Ihe era destinada?

Resolucao:

a) Uma solucdo muito simples para resolver esta questdo € pensar que se as cartas
foram colocadas aleatoriamente nos envelopes, entdo a carta para o Senhor Silva
tem igual probabilidade de calhar em um qualquer dos envelopes. Assim a probabi-
lidade de a secretaria meter a carta no envelope certo é precisamente g .

b) Recorrendo a resolucéo geral, apresentada no capitulo 1, e fazendo n=5, vem para a

. . 1 1 1 1
probabilidade pretendida 1 - Y + E! by + 5 = 0.63

3.5 - Alguns exercicios

Estes exercicios que aqui se apresentam sao dirigidos essencialmente aos Professores.
N&o se aconselha, em geral, que sejam resolvidos na sala de aula com os alunos, com
excepcdo de alguns, assinalados com *, cuja resolucdo é suficientemente simples de

modo que podem ser dados aos alunos para resolver.

Apresentamos a seguir a resolucdo, mas ndo podemos deixar de chamar a atencéo para

o facto de que muitos dos exercicios podem ser resolvidos, até com maior facilidade,
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usando a nocao de probabilidade condicional. Insistimos na resolucéo através da analise

combinatéria com o objectivo de exemplificar a teoria apresentada anteriormente.

1 - Um encontro de Professores *

Quatro professores de Matematica decidiram encontrar-se no Grande Hotel das Termas.
Acontece que se esqueceram de especificar o nome das termas. Considerando que ha 4
hotéis com o mesmo nome em quatro termas distintas, qual a probabilidade dos quatro

professores escolherem termas diferentes?

2 - Concurso da Televisdo

Num Concurso televisivo um concorrente ganha prémios consoante as cores das bolas
que retira de uma urna composta por 3 bolas vermelhas, duas brancas e lazul. Ele pode
tirar trés bolas da urna. Se as trés bolas retiradas forem distintas ganha um andar. Se
forem duas iguais e uma distinta ganha um automével. Se forem trés iguais ndo ganha
nada.

Qual a probabilidade de ganhar um (i) andar, um (ii) automavel (iii) ndo ganhar nada. Ele
pode, no inicio do jogo, escolher se quer repor as bolas que sairam ou ndo. O que é

mais vantajoso para ele?

3 - Adivinho

Dois amigos fazem uma experiéncia para ver se "conseguem " fazer transmissédo de
pensamentos. PGem numa urna quatro bolas vermelhas e quatro pretas. Um deles retira
as bolas uma a uma da urna, sem as repor. De cada vez que tira uma bola vé a cor mas
nao a comunica ao parceiro, pedindo-lhe que adivinhe a cor da bola. Qual a probabilida-
de de o parceiro (que sabe qual a composi¢do da urna) adivinhar exactamente a cor de

seis das 8 bolas?

4 - Jogo de cartas

Num jogo de cartas distribuem-se as 52 cartas por 4 jogadores, recebendo cada jogador
13 cartas. Qual a probabilidade de, numa determinada jogada, sair um as a cada joga-

dor?
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5 - Aniversarios *

Dado um grupo de quatro pessoas, calcule a probabilidade de pelo menos duas (i) fa-

zerem anos no mesmo dia, (ii) fazerem anos no mesmo més.

6 - Tarefas

Uma Mae de trés filhas tem seis tarefas para distribuir entre elas durante a semana,
deixando-as descansar ao Domingo. Cada crianca tem de efectuar duas tarefas. Qual a
probabilidade de numa semana nenhuma das criangas efectuar as duas tarefas em dias

seguidos?

7 - Pescador

Um pescador apanhou 10 peixes, dos quais 2 tinham um tamanho inferior ao permitido
pela lei. Foi apanhado por um fiscal que resolveu inspeccionar apenas dois deles, esco-
Ihendo-o0s aleatoriamente entre os dez apanhados. Qual a probabilidade de o pescador

ser mandado em paz?

8 - Trés Médicos

Imagine uma localidade onde ha trés médicos, Dr. Anténio, Dr. Bernardo eDr. Carlos,
todos igualmente do agrado dos residentes. Num determinado dia de inverno seis resi-
dentes chamaram um médico escolhendo o nome ao acaso. Qual a probabilidade de o
Dr. Anténio receber 3 chamadas, o Dr. Bernardo receber duas chamadas e o Dr. Carlos

receber uma?

9 - Lotaria

Considere uma lotaria que vende 25 bilhetes e oferece trés prémios. Qual a probabilida-

de de ganhar um prémio se comprar 5 bilhetes?

10 - A mesa do Jantar

Seis amigos, entre as quais estdo dois namorados muito recentes, v8o a um jantar e,
para nao haver discussdes a escolha do lugar a mesa (redonda) é feita aleatoriamente.

Qual a probabilidade dos "namorados" se sentarem ao lado um do outro?
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11 - O problema das chaves *

Tenho no meu porta-chaves 4 chaves todas idénticas e s6 uma abre a porta do meu ga-

binete. Acontece que nunca sei qual é a chave certa e parece que é sempre a Ultima

chave que tento aquela que abre a porta! Mostre que ndo tenho razao e que a probabili-

dade é sempre a mesma, nomeadamente 1/4 de abrir a porta a primeira, segunda ter-

ceira ou quarta tentativa.

Resolugéo dos Exercicios

1. Tendo em conta a definicdo classica de Probabilidade, vamos considerar o n° de ca-

sos favoraveis e o n° de possiveis.

N° casos possiveis: 4x4x4x4= 44

N° casos favoraveis: 4x3x2x1=4

41
Probabilidades pretendida: 4—4

2. Composicdodaurna:VVVBBA

i)
Sem reposicao Com reposicao
6 3
N° casos possiveis (3) 6
N° casos favoraveis G’) Gj @ 6><3A1><2A1>< 1,01
G S ]
)\ 6 63 6
Probabilidade 6 =0
)
i)
Sem reposicao Com reposicao
. 6
N° casos possiveis (3) 63
N° casos favoraveis @JG’) + @j Gj 3(32 x 3+ 22 x 4+12 x 5)

Probabilidade T =§)=0.65
3

3(32 x3+22 x 4412 x5) 144

= 067
63 216 06

i)
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Sem reposicao Com reposicao
. 6 3
N° casos possiveis (3} 6
Lo 3
N° casos favoraveis 3 3x3x3+2x2x2+1x1x1
)
. \3)_1 332341 36 _1
Probabilidade (GJ =920 g3 216 6
3

3. Considere as 8 posi¢cbes correspondentes as ordens pelas quais as bolas vao sendo
retiradas. Suponha que sabe as 4 posicbes das bolas pretas; entdo automaticamente

ficam conhecidas as 4 posi¢Bes das bolas brancas. Assim o n° de modos possiveis de

conhecer as posi¢des de todas as bolas, isto €, a forma como as bolas vao saindo é

8 . o .
( 4) Destas posicdes nem todas séo favoraveis pois nos s6 necessitamos de conhecer

a posicdo de 6 das bolas. Assim das 4 posi¢des possiveis para as bolas pretas suponha
gue acertou 3 das posicdes e que errou 1 posi¢do. Se sO errou uma posi¢ao das pretas,

também so6 errou uma das vermelhas, o que significa que acertou 6 posi¢des, como se

4
pretendia. Entdo o n° de casos favoraveis sera (J x 4 a bola preta errada podia estar

em qualquer uma das 4 posi¢des inicialmente consideradas como possiveis).
4\(4
(SJ(lj 8
P ili = —
robabilidade (8j P
4

o 52)( 39|(26)(13 o,
4. N° casos possiveis: (Distribuimos 13 para a 12 pessoa. Co-
13A13/\13/\13

52
mo a ordem ndao interessa ha [13} maos possiveis. Das restantes 52-13=39, distribui-
. , (39 - . o .
mos 13 a 22 pessoa. Ha 13 maos possiveis. Das restantes 26 distribuimos 13 a 32
, [ 26 - . ~ C .
pessoa. Agora ha 13 maos possiveis. As restantes 13 sdo todas distribuidas a 42

pessoa. E a Gnica mao possivel. Aplicando o principio fundamental da analise combina-

téria, temos para o numero total de casos possiveis o produto destas quantidades).
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o 48|( 36)( 24)(12 )
N° casos favoraveis: x 41 (Se retirar 0os 4 ases, estamos
12/\12){12)\1

na situagao de termos 48 cartas a distribuir por 4 subconjuntos de dimensao 12 cada um.

Seguidamente basta colocar um as em cada um destes subconjuntos e o n° de modos
[48]{36][24]{12]

x 4!
12)\12)\12)\12

Probabilidade pretendida:
13/{13\13/\13

Outro processo (usando a nocdo de probabilidade condicional): Pensando na posigéo

de fazer isto € igual a 4!)

=0.105

dos ases, uma solucao alternativa sera considerar
52 39 26 13
— XT  XT- X—/—
52 51 50 49
5. Temosn=4e N =365
i) Para calcular a probabilidade pretendida € mais facil comecar por calcular a probabili-

dade de todas fazerem anos em dias distintos. Assim, o n°® de maneiras possiveis para 4

pessoas  fazerem anos é 3654 Destas 3654 possibilidades, s6

365A4 =365%x364x 363x362 & que sdo favordveis. Entdo a probabilidade de ndo ha-
4

ver duas pessoas a fazerem anos no mesmo dia sera 365, - 0.984. Daqui vem que a
A4

probabilidade de pelo menos duas pessoas fazerem anos no mesmo dia é 1 - 0,984 =
0,016.
i) Considerar n=4 e N=12.

6. N° casos possiveis : € o nimero de particbes de um conjunto de seis elementos em 3

6|4} 2
conjuntos de dois, ou seja, [2)(2}[2] =90. Com efeito, das 6 tarefas que ha para distri-

buir, 2 v@o para uma das filhas. Das restantes 4 2 va@o para outra das filhas e as restan-

6| 4}(2
tes duas vao para a terceira filha. [2)(2} (2) € 0 numero de modos de assim proceder .

N° casos favoraveis: Para considerar o n°® de casos favoraveis vamos considerar

duas situagfes distintas - ou nos 3 primeiros dias séo filhas diferentes a executarem as
tarefas, ou nos 3 primeiros dias uma das filhas faz duas tarefas. Na 1° situagcdo temos,
representando as 3 filhas pelos numeros 1, 2 e 3, 0os seguintes casos em que a filha 1

realiza a 12 tarefa, a filha 2 a 22 tarefa e a filha 3 a 32 tarefa:

155



COMENTARIOS FINAIS

123 |123
132
213
231

Como existem 3! possibilidades para as 3 filhas se distribuirem pelas 3 primeiras tarefas
obtemos 3! x 4 possibilidades, isto é 24.
Na 22 situacdo admitindo, por exemplo, que é a filha 2 que repete nos 3 primeiros dias,
temos dois casos:

212313

232131
Como temos 3 filhas, o n° de possibilidades vai ser 3x2 = 6.

Entdo o n° de casos favoraveis é 30.

30 1
P ili ida: — ==
robabilidade pretendida 90" 3
_ 10 ., . [2)[8
7. N° casos possiveis : ) N° casos favoraveis: ol 2
(ZJ{SJ
0/\2) 28
Probabilidade pretendida: ——— =—
ili p i (lOJ 5
2
8. N° casos possiveis : 36 (Estamos numa situagdo em que temos uma populagéo

de dimensédo 3 em que qualquer um dos seus elementos pode ser escolhido mais do que
uma vez para constituir uma amostra de dimenséo 6. No entanto nem todas as possibi-
lidades séo favoraveis, pois queremos que 0s seis elementos se particionem em 3 sub-
conjuntos de dimensfes 3, 2 e 1 respectivamente. Dai 0 n° de casos favoraveis que se

apresenta a seguir)

.. [6][3)1
N° casos favoraveis: ( J[ j(}
3\2/)\1
33
- . 3)\2
Probabilidade pretendida: ~% - 0.123
3

L 25 L. 3\ 22
9. N° casos possiveis : 5 N° casos favoraveis: e
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Probabilidade de ganhar um dnico prémio:

Como o enunciado néo esta perfeitamente explicito, calculamos a seguir a probabilidade
de ganhar pelo menos um prémio. Para isso comegamos por calcular a probabilidade de

:

nao ganhar prémio nenhum prémio que é E . Entdo a probabilidade de ganhar pelo
( 5j

[22}
L . 5
menos um premio sera 1 - ﬁ .

5

10. Como estamos interessados apenas na posicao relativa das pessoas, um dos pro-
cessos de resolucao seré:

N° casos possiveis: 5! Embora pudesse parecer a 12 vista que o n° de casos possiveis

era 6!, 0 que aconteceria se a mesa ndo fosse redonda, no caso da mesa redonda, para

cada distribuicdo dos lugares, existem 6 situa¢@es iguais. Por exemplo

1
6 ; 4 3 . 2

6 2 2 14 3 2 4
3

3 5

2
5 4 3 1 2 6 1 6 4
4 3 2 1 6 5

N° casos favoraveis: se fixar o par de namorados, temos 4! possibilidades para a

distribuicdo dos outros amigos. Como os namorados podem permutar, temos 2x4! possi-
bilidades.

aln

Probabilidade pretendida:

(6]

Outra resolucao:

N° casos possiveis: 6!

N° casos favoraveis: 6x2x4!

6x2x4l 2
Probabilidade pretendida: % =3
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1

11. Probabilidade de abrir a 12 tentativa: —Al = —1
A 4
N . o3I 1
Probabilidade de abrir a 22 tentativa: ==
4 A 4
N . o3l
Probabilidade de abrir a 32 tentativa: ==
4 4
A3
Arla 1
Probabilidade de abrir a 42 tentativa: 2 = :1
Aq

De notar que muitos destes exercicios podem ser resolvidos, até com maior facilidade,

usando a nocao de probabilidade condicional. Essa tarefa é aqui deixada como desafio
aos leitores.
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Capitulo 4

Comentarios finais

Como ficou subentendido no comentério feito no inicio da resolugédo dos exercicios do
capitulo anterior e nas varias referéncias ao longo do texto, a maior parte das vezes nao
existe um Unico processo para resolver um problema de Probabilidades. Efectivamente,
esta é uma questao que se coloca muitas vezes perante os problemas de Probabilidades

- 0 facto de existirem varios processos de o0s resolver.

Normalmente isso sucede por, perante a situacéo descrita no problema, se poderem
considerar diferentes espacos de resultados conforme a abordagem que se faga. Para
calcular a probabilidade aplicando a definicao de Laplace, devemos dividir o nimero de
casos favoraveis pelo numero de casos possiveis. Ora, a cada espaco de resultados ira
corresponder um diferente nUmero de casos possiveis e, claro, um diferente nimero de

casos favoraveis.

O principal cuidado a ter é usar exactamente o0 mesmo método na contagem dos casos
favoraveis e na contagem dos casos possiveis, ou seja, ndo mudar de espaco de resul-

tados a meio da resolucéo.

Vamos entdo pegar num problema e ver varios processos de o resolver.

Trés bilhetes de cinema

A professora de Histéria resolveu levar os seus 15 alunos a ver um filme. Como
o cinema tem filas de precisamente 15 cadeiras, comprou uma fila inteira e distribuiu os
bilhetes ao acaso pelos alunos. A Ana, a Bela e a Carla sdo muito amigas e gostavam de
ficar as trés juntas e numa das pontas da fila.

Qual é a probabilidade de isso acontecer?
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Fazer um esquema ajuda muitas vezes a visualizar melhor o que se passa.
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As trés amigas querem ficar nos lugares 1,2 e 3 ou 13, 14 e 15. Existem pelo

menos quatro processos de resolver o problema.

1° Processo

Vamos pensar apenas nos trés bilhetes destinados as trés amigas, ndo nos in-
teressando a ordem como elas ocuparéo depois esses trés lugares.

O espaco de resultados é o conjunto dos ternos nédo ordenados. Por exemplo,
um dos seus elementos é o terno {5, 7, 15}, que corresponde as trés amigas receberem
os bilhetes 5, 7 e 15 embora néo saibamos o lugar exacto em que cada uma delas se vai
sentar.

Os casos possiveis sao as diferentes maneiras de elas receberem os 3 bilhetes
de um conjunto de 15, ou seja, todos os ternos ndo ordenados formados a partir do con-
junto de 15 bilhetes.

Casos Possiveis = C%S =455

Os casos favoraveis sdo apenas 2: ou recebem os bilhetes 1-2-3 ou os bilhetes
13-14-15.

, . 2
P(ficarem juntas numa ponta) = 258

2° Processo

Vamos pensar nos trés bilhetes destinados as trés amigas, mas interessan-
do-nos agora a ordem como elas ocupardo depois esses trés lugares. Continuamos a
ignorar os outros 12 bilhetes.

O espaco de resultados é o conjunto dos ternos ordenados. Por exemplo, um
dos seus elementos é o terno {5, 7, 15}, ou seja, a Anaficanolugar 5,aBelano7ea

Carla no 15.
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Os casos possiveis sao portanto as diferentes maneiras de elas receberem 3
bilhetes de um conjunto de 15, mas em que a ordem por que recebem os bilhetes é im-
portante.

Casos Possiveis = A%5 =2730

Se os hilhetes que elas