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INTRODUGAO

A Lei de Bases do Sistema Educativo, aprovada em Qutubro de 1986, obrigava a uma re-
forma do sistema de ensino e definia principios e orientagdes bésicas para uma reorganizagio
dos planos curriculares dos ensinos bdsico e secunddrio. A Comissio de Reforma do
Sistema Educativo encarregou-se de interpretar as orientagdes curriculares da Lei de Bases,
tomando as opgdes curriculares fundamentais, no que respeita aos critérios de selecciio das
matérias curriculares € aos principios orientadores da estrutura curricular. Ficou definida en-
tdo a configuragio da educagio secundaria, nos seus objectivos, organizaciio estrutural e
plano de estudos. Neste quadro geral, a Matemitica aparece como disciplina da Formagio
Especifica de vdrios agrupamentos a que € atribuida uma carga horéria semanal de 4 horas
em cada um dos anos do ensino secunddrio. Assim & publicado em forma de lei, em 1989,

E neste quadro que é elaborado o programa do ensino secundério de Matemdtica, com
uma primeira aplicagio experimental em algumas escolas e depois, desde 1993, com aplica-
¢ao generalizada em todas as escolas do pafs.

Se durante a aplicago experimental do programa surgiram dificuldades de concretizagio,
mesmo contando com cargas hordrias excepcionais, a generalizagiio da sua aplicagio em to-
das as escolas multiplicou essas dificuldades e deu-lhes uma visibilidade nacional que o qua-
droda experiéncia, pela sua prépria natureza, nio podia ter dado. Ao segundo ano da gene-
ralizagio, o volume dos problemas tornou clara a necessidade de proceder a ajustamentos
desse programa. Este ajustamento nfio vem constituir um novo programa. Procurando
preservar os objectivos da renovagdo do ensino da matemadtica, este ajustamento pretende
estabelecer maior clareza e melhor organizagio dos conteddos temdticos, explicitar a
articulagfio entre metodologias, objectivos e conteiidos, reforcar a articulagfo vertical com o
3° ciclo do ensino bisico e harmonizar no tempo, quando possivel, algumas articulagées
interdisciplinares.

Porque uma das principais dificuldades dos professores nas escolas e um dos principais
problemas residia na extensdo do programa, o ajustamento do programa considerou também
a exclus@io de itens de conteiido que a experiéncia mostrou constituirem sobrecarga e impe-
dimento para que aos alunos fosse dado acesso a temas fundamentais e fundadores,

O programa ajustado, agora aprovado, foi elaborado sobre uma base de relatos de experi-
mentadores e professores e de pareceres de professores e especialistas em Matemdtica e no
ensino da Matemitica, que, em varios momentos, foram chamados para se pronunciarem in-
dividual ou institucionalmente sobre os problemas e as versdes de propostas de ajustamento.
Foram consultadas e participaram as escolas do ensino superior e do ensino secunddrio pii-
blico e privado, sociedades cientificas, associacdes de professores e instituigdes. Também
0s autores dos programas de Matematica e de Fisica foram consultados e participaram, a esse
nivel, no desenvolvimento do trabalho deste ajustamento do programa.

Os fundamentos do programa - finalidades, objectivos gerais, orientagdes metodoldgicas
- permanecem sem alteragdes ou com alteragdes de pormenor. Assim também aconteceu
com a explicitagio dos recursos necessdrios a leccionagio da Matematica, em que se
procurou fazer simples adequagdes A evolugio tecnolGgica, particularmente relativas a
emergéncia das calculadoras com capacidades grificas, que mantendo as capacidades das
calculadoras cientificas, bem como a portabilidade e o pre¢o, vém permitir novas e
significativas aprendizagens que, até hd pouco tempo, s6 eram possiveis com o uso de
computadores.

No que respeita a organizacio dos temas e ao seu desenvolvimento, bem como 2as
metodologias utilizadas, h4 alteragdes significativas, nio sé porque foram excluidos alguns
conteudos de cada tema, mas principalmente porque foram organizados de outro modo no
sentido de possibilitar e encorajar a abordagem temdtica. Ao mesmo tempo pretende-se
desencorajar o aprofundamento deslocado deste ou daquele contetido por exercicios e
técnicas rotineiros que, muitas vezes, foram e sdo tomados como tinico meio de consolidar
aprendizagens.. Foram retirados todos os capitulos facultativos enquanto tal, embora se
mantenham alguns itens assinalados com (*) que podem ou ndo ser leccionados.
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Neste ajustamento, as questdes de Ldgica, Teoria de Conjuntos e de formas de raciocinio
foram retirados do corpo do programa e passam a estar referidas como tema a parte, com
um determinado desenvolvimento. Procura-se, deste modo, influenciar os professores no
sentido de ndo abordar estas questdes como conteddo em si, mas de as utilizar
quotidianamente em apoio do trabalho de reflexdo cientifica que os actos de ensino e de
aprendizagem cientifica sempre comportam, € s6 na medida em que elas vém esclarecer €
apoiar uma apropriagio verdadeira dos conceitos. Neste tema, para além das questdes
clssicas de I6gica, teoria dos conjuntos e raciocinio demonstrativo, introduzem-se também
itens integradores dos diversos tipos de raciocinio cientifico e formas de organizar o
pensamento e as actividades de resolugfio de problemas. Estes assuntos podem e devem ser
abordados com os alunos do ensino secunddrio, mas com oportunidade ¢ virados para
necessidades sentidas de racionalizar, melhorar ou dar organizagio a métodos pessoais, ou
como suporte de momentos de reflexdo sobre a natureza do conhecimento.

Em muitos aspectos, a organizagio dos temas e as indicagdes metodolégicas integram in-
formacdes sobre oportunidade de abordar questdes sobre a experimentagao no ensino da
matemitica, de 16gica e raciocinio, de histéria da matemdtica mas também informagdes sobre
novos tipos de instrumentos de avaliagdo. As indicagdes sobre avaliagio devem ser, pois,
procuradas nio tanto no pequeno texto sob esse titulo, mas mais no corpo do programa, nos
diversos elementos de trabalho sugeridos.



FINALIDADES

S&o finalidades da disciplina no ensino secundario:
* Desenvolver a capacidade de usar a Matematica como instrumento de interpretacdo e in-
tervenciio no real.

* Desenvolver as capacidades de formular e resolver problemas, de comunicar, assim
como a memoria, o rigor, o espirito critico e a criatividade.

* Promover o aprofundamento de uma cultura cientifica, técnica e humanistica gue consti-
tuam suporte cognitivo e metodoldgico tanto para o prosseguimento de estudos como
para a insercfo na vida activa.

» Contribuir para uma atitude positiva face a Ciéncia.

« Promover a realizac@o pessoal mediante o desenvolvimento de atitudes de autonomia e
solidariedade



|OBJECTIVOS GERAIS

Sao objectivos gerais da disciplina no ensino secundario:

VALORES/ATITUDES

Desenvolver a confianga em

si préprio:

*  Exprimir e fundamentar as suas
opinides,

*  Revelarespirito critico, de rigor
e de confianga nos seus
raciocinios.

*  Abordar situagdes novas com
interesse, espirito de iniciativa
e criatividade.

+  Procurar a informagiio de que
necessita.

Desenvolver interesses

culturais:

¢« Manifestar vontade de aprender
e gosto pela pesquisa.

*  Interessar-se por noticias €
publicagdes relativas &
Matemitica e a descobertas
cientificas e lecnoldgicas,

«  Apreciar o contributo da
Matemitica para a compreensiio
e resolugiio de problemas do
Homem através do tempo.

Desenvolver hibitos de

trabalho e persisténcia:

+  Elaborar e apresentar os
trabalhos de forma organizada e
cuidada.

«  Manifestar persisténcia na
procura de solugdes para uma
situagiio nova.

Desenvolver o sentido da

responsabilidade:

*  Responsabilizar-se pelas suas
iniciativas e tarefas.

+  Avaliar situagdes e tomar
decisdes.

Desenvolver o espirito de

tolerincia e de cooperagio:

*  Colaborar em trabalhos de
grupo, partilhando saberes ¢
responsabilidades.

= Respeitar a opiniilo dos outros e
aceitar as diferengas.

+  Intervir na dinamizagfo de
actividades e na resolugdo de
problemas da comunidade em
que se insere.

CAPACIDADES/APTIDOES

Desenvolver a capacidade

de utilizar a Matematica na

interpretacdo e intervencfio
no real:

*  Analisar situagOes da vida real
identificando modelos
matemdticos que permitam a
sua interpretagio e resolugio.

*  Seleccionar estratégias de
resolugio de problemas.

*  Formular hipéteses e prever
resultados.

«  Interpretar e criticar resultados
no contexto do problema.

*  Resolver problemas nos
dominios da Matemdtica, da
Fisica, da Economia, das
Ciéncias Humanas, ...

Desenvolver o raciocinio e

o pensamentoe cientifico:

«  Descobrir relagdes entre
conceilos de Matemdtica.

«  Formular generalizagdes a
partir de experiéncias.

¢ Validar conjecturas.

«  Fazer raciocinios
demonstratives usando
métodos adequados.

*  Compreender a relagio entre o
avanco cientifico e 0
progresso da humanidade.

Desenvolver a capacidade

de comunicar:

*»  Comunicar conceitos,
raciocinios e ideias, oralmente
e por escrito, com clareza e
progressivo rigor légico.

*  Interpretar textos de
Matemdltica.

= Exprimir o0 mesmo conceito
em diversas formas ou
linguagens.

+  Usar correctamenie o
vocabuldrio especifico da
Matematica.

Usar a simbologia da
Matemitica.

*  Apresentar os lextos de forma

clara e organizada.

CONHECIMENTOS

Ampliar o conceito de
nimero e desenvolver o
cdlculo:

+  Aperfeigoaro cilculoem R e
usar a calcwadora tirando
partido das suas
potencialidades.

*  Operar com expressoes
racionais, iracionais e
exponenciais, logaritmicas e
trigonométricas.

«  Resolver equagdes, inequagtes
€ sistemas.

*  Usaras nogdes de légica
indispensdveis i clarificagio
de conceilos.

Ampliar os conhecimentos
de Geometria no Plano e
no Espacgo:

= Resolver problemas de
incidéncia, paralelismo e
perpendicularidade no plano e
no espaco, por via intuitiva e
apalitica.

«  Utilizar vectores no estudo do
plano e do espago, em
referencial ortonormado.

o Compreender e utilizar nogdes
bisicas de cdnicas.

Iniciar o estudo da Anilise

Infinitesimal:

»  Interpretar fenémenos e
resolver problemas recorrendo
a fungdes e seus grificos.

«  Estudar sucessges definidas de
diferentes formas.

+  Aplicar conhecimentos de
Anilise Infinitesimal no
estudo de fungdes de varidvel
real.

Ampliar os conhecimentos

de Estatistica e

Probabilidades:

*  Interpretar e comparar
distribuiges estatisticas.

»  Resolver probiemas de
contagem.

+  Resolver problemas
envolvendo céiculo de
probabilidade.

Conhecer aspectos da

Histéria da Matemaitica:

+  Conhecer personalidades e
factos marcantes da Histéria da
Matemitica e relacionid-los
com momentos histdricos de
releviincia cultural ou social.



'CONTEUDOS |

A escolha dos temas foi feita tendo em conta os contetidos presentes no anterior programa
e a preocupacio de algum equilibrio entre dreas diversas da Matemdtica. Os quadros seguin-
tes mostram que existe um grande equilibrio entre as quatro grandes édreas seleccionadas:

Cilculo Diferencial

+ Geometria (no plano e no espago)

+ Funcoes e sucessoes

Probabilidades (com Andlise Combinatdria) e Estatistica

102, 11%e 122 anos

|

Célewlo  Geometria Fungbes  Probab.e  Nimeros
Diferencial fsucessfes Estatistica Complexos

Probab. e Estatistica
20% Nimeros Complexos

5%

Fungdes /sucessoes
20% Cilculo Diferencial

29%

Geometria
26%

A quantidade de temas programdticos, a sua extensio e profundidade foi
substancialmente diminuida em relago a programas anteriores, parecendo exequivel a sua
leccionagdio; uma maior diminuigio poderia conduzir a uma deficiente formacdo dos alunos
do ensino secunddrio.

Os temas cldssicos de Anilise, Algebra e Geometria estio presentes nestes contetidos,
embora o segundo se encontre dividido pelos outros temas. Esta classificacio deve ser
considerada de forma muito relativa, pois, no corpo do programa, assumem importincia
significativa ndo sé técnicas especificas, mas estratégias que, constituindo uma base de
apoio que os alunos utilizam na sua actividade matemdtica independentemente do tema,
atravessam o programa de forma transversal. Referimo-nos a

* Resolucdo de Problemas

* Modelacao Matemitica

* Ldgica e Raciocinio Matematico
* Tecnologia e Matematica
Histéria da Matematica

que, sendo de dificil quantificagdo, ndo sdo por isso menos importantes que os temas antes
referidos.



Além do mais o estudo dos diversos temas estd integrado tanto quanto possivel sendo es-
tabelecidas um grande niimero de conexdes, para que 0s alunos possam Ver que 30 aspectos
complementares de uma mesma realidade. Foi dada uma posigio de destaque 2 Geomeltria
por ser o tema tratado em primeiro lugar tanto no 10° como no 11° anos e sdo dadas indica-
¢bes que permitem que seja retomada em praticamente todos os outros temas do
Ajustamento, Deu-se prioridade 2 criagdo de condigbes para uma grande diversidade de tipos
de trabalho em Matemtica, tanto de cardcter geral como especificos de cada tema, em detri-
mento de um aprofundamento que na maioria das vezes € ilus6rio se no for cimentado na
compreensio dos processos elementares.

Nos temas de Geometria, procura-se um equilibrio entre a Geometria por via intuitiva ¢ a
Geometria Analitica de modo a desenvolver tanto o raciocinio geométrico directo como a re-
solugdo de problemas de geomeltria por via algébrica, sem esquecer o desenvolvimento de
capacidades de visualizagdo geométrica.

Existe ainda um equilibrio entre os diversos temas a nivel de cada um dos anos de escola-
ridade, como se pode observar nos quadros seguintes:

102 ano
40
22% gg =
254
B Geometria 20+
Funcdes }g n
ki 399, |0 Estatistica 5 ; 5
0 L] .-::‘:“ ] 1
Geometria  Fungbes  Estatistica
112 ano
40
354
304
22% :
’ W Geometria :?E“
) 154
B Cilculo 10+
39% Diferencial 5
30% _ .k .
Spcestes Geometria  Calculo  Sucesstes
Diferencial
122 ano
50
40 5
B Calculo b 5
15% Diferencial 30 gt :
20 o .I .
399 B Probabilid 10 L K2R i “
ades cF ot
0 1] . L] L]
O Niimeros Cidlculo  Probabilidad Numeros
umer Diferencial es Complexos
Complexo




O estudo do Cilculo Diferencial é precedido de um tema em que se estudam as proprieda-
des elementares das fungdes e respectivos grificos, dando oportunidade a que os alunos se
familiarizem com este tépico fundamental da matemdtica actual. No estudo do Cilculo
Diferencial dd-se prioridade ao trabalho com a nogfo de derivada, sendo deixada a formaliza-
¢éo da defini¢do de limite para uma fase posterior. Ao contrério dos programas anteriores, a
nog¢do de limite € visada primeiro de forma apenas intuitiva; em seguida é formalizada no
tema de sucessdes, sendo mais tarde generalizada para funges quaisquer (via definigio de
Heine).



'ORIENTAGAO METODOLOGICA

As finalidades e objectivos enunciados determinam que o professor, ao aplicar este pro-
grama, contemple equilibradamente:
* o desenvolvimento de atitudes,
» ¢ desenvolvimento de capacidades;
* aaquisigio de conhecimentos e técnicas com vista a resolucao de problemas.

Tendo como pressuposto ser o aluno agente da sua propria aprendizagem, propde-se uma
metodologia em que
« 0s conceitos sdo construidos a partir da experiéncia de cada um e de situagdes concretas;
» 0s conceitos sio abordados sob diferentes pontos de vista e progressivos niveis de rigor

e formalizagfio;

s se estabelece maior ligagdo da Matemdtica com a vida real, com a tecnologia e com as
questdes abordadas noutras disciplinas, ajudando a enquadrar o conhecimento numa
perspectiva histérico-cultural.

Neste contexto, destaca-se a importncia das actividades a seleccionar, as quais deverao
contribuir para o desenvolvimento do pensamento cientifico, levando o aluno a intuir,
conjecturar, experimentar, provar, avaliar e ainda para o refor¢o das atitudes de autonomia e
de cooperagio.

Cabe ao professor, de acordo com a realidade da turma, encontrar o equilibrio entre o nu-
mero de trabalhos individual e de grupo (a realizar dentro e fora da aula), assim como o es-
paco para a sua intervengdo: dinamizando, questionando, fazendo sinteses, facultando infor-
macio ...

O programa pretende dar continuidade, sem brusca mudanga de nivel, as aprendizagens
realizadas no 3.° ciclo, agora coincidente com o ensino obrigatdrio, ajustando-se ao nivel de
desenvolvimento e de cultura dos alunos. Parte-se, quando possivel, de problemas e
situagbes experimentais para que, com o apoio na intui¢io, o aluno aceda gradualmente a
formalizacdo dos conceitos. Sdo identificadas situagbes para estabelecer conexdes entre 0s
diversos temas de forma a proporcionar uma oportunidade de relacionar os vérios conceitos,
promovendo uma visdo integrada da Matematica.

A utilizagfio obrigatéria da tecnologia que, além de ferramenta, ¢ fonte de actividade, de
investigagdo e de aprendizagem, pretende preparar os alunos para uma sociedade em que os
meios informéticos terio um papel considerdvel na resolugio de problemas de indole cienti-
fica.

Capacidade de utilizar a Matematica

A andlise de situac@es da vida real e a identificagio de modelos matematicos que permitam
a sua interpretagio e resolugio, nomeadamente a propésito do estudo da Estatistica e das
FungGes, constituem uma oportunidade de abordar o método cientifico.

A resolugiio de problemas, meio privilegiado para desenvolver o espirito de pesquisa,
deve contemplar, além de situagdes do dominio da Matemdtica, outras, da Fisica, da
Economia, da Geografia, ...

Raciocinio dedutivo

No ensino secund4rio, o aluno serd solicitado frequentemente a justificar processos de re-
solugiio, a encadear raciocinios, a confirmar conjecturas, a demonstrar férmulas e alguns
teoremas.

Nogdes muito elementares de Légica serdo introduzidas & medida que se revelem iteis a
clarificagiio de processos e de raciocinios.

A Axiomitica das Probabilidades (muito simplificada) visa dar aos alunos alguma cultura
sobre a construgio hipotético-dedutiva de uma Ciéncia. Alguns problemas de Geometria no
Espaco podem ser excelentes oportunidades para praticar o raciocinio dedutivo.

Comunicagao

Tendo em conta a estreita dependéncia entre os processos de estrutura¢do do pensamento
e da linguagem, é absolutamente necessario que as actividades tenham em conta a correcgao
da comunicagio oral e escrita. O aluno deve verbalizar os raciocinios e discutir processos,
confrontando-os com outros. Deve ser capaz de argumentar com légica e recorrer, cada vez
mais, a linguagem simbélica da Matemditica, a sua precisiio € ao seu poder de sintese.
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Esta evolugfo decorrerd naturalmente da necessidade de comunicar aos outros as suas
ideias.

E necessirio proporcionar ao aluno oportunidade para expor um tema preparado, a
resolugdo de um problema ou a parte que lhe cabe num trabalho de grupo.

Os trabalhos escritos, individuais ou de grupo, quer sejam pequenos relat6rios, monogra-
fias, ..., devem ser apresentados de forma clara, organizada e com aspecto gréifico cuidado.

Perspectiva histérico-cultural

Actividades com uma perspectiva histérica humanizam o estudo da disciplina, mostrando
a Matematica como ciéncia em construgio. Proporcionam também excelentes oportunidades
para pesquisa de documentagéo.
A informago sobre a génese e o percurso de um conceito a0 longo dos tempos e a sua rela-
¢d0 com o progresso da humanidade pode fomentar, ou aumentar, o interesse pelo tema em
estudo, a0 mesmo tempo que constitui uma fonte de cultura.

Papel do professor

Na concretizacio da metodologia proposta cabe ao professor ser simultaneamente dinami-
zador e regulador do processo de ensino-aprendizagem, criando situagdes motivadoras e
adoptando uma estratégia que implique o aluno na sua aprendizagem e desenvolva a sua ini-
ciativa.

Assume, neste nivel de ensino, importincia fundamental o contrato pedagégico a
estabelecer com o aluno, na negociagio e definicdo de consensos para os projectos de
trabalho, na participago activa e responsivel na gestio do processo ensino-aprendizagem,

A valorizagdo da vertente formativa da disciplina, s6 pode ser alcancada fomentando uma
atitude positiva do aluno face 4 Matematica.



RECURSOS. |

— _— —— —— R —— —— — —— i —

A didéctica prevista para a Matemdtica no ensino secunddrio pressupde a possibilidade de
uso de materiais e equipamentos diversificados:

« Material de desenho para o quadro e para o trabalho individual (régua, esquadro, com-
passo, transferidor);

« Material para o estudo da Geometria no espago (s6lidos geométricos, construidos em di-

versos materiais: placas, arames, palhinhas, acetatos, acrilico, pléstico...);

Quadro quadriculado e papel milimétrico;

Meios audiovisuais (retroprojector, acetatos e canetas, diapositivos, video, ...);

Livros para consulta e manuais;

Outros materiais escritos {(folhas com dados estatisticos, fichas de trabalho, fichas de

avaliagdo, ...). Prevé-se a possibilidade de recorrer a fontes para fornecimento de dados

estatisticos (autarquias, clubes, hospitais, empresas, institutos, cooperativas,...);

» Calculadoras gréficas com possibilidade de introdugio de um ou dois pequenos progra-
mas;

» Computador.

E considerado indispensavel o uso de
» calculadoras grificas que desempenham uma parte das fungdes antes apenas possiveis
num computador e que apresentam uma sofistica¢io crescente € precos cada vez mais
acessiveis (para demonstragdes com todos 0s alunos, calculadora com "view-screen);
« um computador ligado a um "data-show" para demonstragdes, simulagdes ou trabalho na
sala de aula com todos os alunos a0 mesmo tempo.

Deve tender-se para a constituigdo nas Escolas Secunddrias de Laboratérios de
Matemidtica que integrem estes recursos e outros gue se venham a revelar necessdrios.

Tecnologia

Nos objectivos gerais indica-se que o aluno deve ser capaz de:
“Interpretar fenémenos e resolver problemas recorrendo a fungdes e seus gréfi-
cos”(conhecimentos)
« “Exprimir o mesmo conceito em diversas formas e linguagens” (capacidades/aptiddes)
« “Analisar situagdes da vida real identificando modelos matematicos que permitam a sua
interpretagio e resolugfio” (capacidades/aptiddes)
 “Formular generalizacdes a partir de experiéncias” (capacidades/aptidoes)

Nio & possivel atingir estes objectivos sem recorrer & dimensgo grifica, e essa dimensdo
s6 é plenamente atingida quando os alunos tragcam uma grande quantidade e variedade de
grificos com apoio de tecnologia adequada (calculadoras graficas e computadores).

Nio se trata aqui de substituir o cdlculo de papel ¢ ldpis pelo cdlculo com apoio da tecno-
logia, mas, uma vez compreendidos 0s processos de célculo envolvidos, os alunos devem
saber tirar partido da tecnologia para os cdlculos mais laboriosos. Na expressao feliz de
Miguel de Guzman, os alunos devem ser preparados para um "didlogo inteligente com as
ferramentas que ja existem".

O uso de tecnologia facilita ainda uma participagdo activa do aluno na sua aprendizagem
como jd era preconizado por Sebastidio e Silva, quando escrevia no "Guia para a utilizacdo do
Compéndio de Matemdtica" que "haveria muitissimo a lucrar em que o ensino ... fosse ...
tanto quanto possivel laboratorial, isto €, baseado no uso de computadores, existentes nas
préprias escolas ou fora destas, em laboratérios de cdlculo”.

O aluno deve contudo ser confrontado, através de exemplos concretos, com 0s limites da
tecnologia e, caso haja tempo, pode ser referido o problema da mdquina de Turing, tal como
o faz Ian Stewart quando aborda os limites da computabilidade no seu livro "Os problemas
da Matemdtica".
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Uso de calculadoras grificas

Hoje jd estdo muito difundidas e a pregos acessiveis as calculadoras grificas que, além de
serem também calculadoras cientificas completissimas, possuem capacidades de
programagdo numa linguagem elementar, tém fungdes estatisticas e tragam grificos
estatisticos. Isto €, realizam todas as funcdes das calculadoras cientificas e tém uma
dimensio grafica que nelas ndo estava presente.

As calculadoras grificas, que cada vez mais se utilizarfio correntemente, devem ser enten-
didas ndo s6 como instrumentos de cilculo mas também como meios incentivadores do es-
pirito de pesquisa. O seu uso é obrigatério neste programa.

Tal como indica Bert Waits no seu texto “The Power of Visualization in Calculus "(1992)
e tendo em conta a investigagdo e as experiéncias realizadas até hoje, devem ser explorados
com a calculadora gréfica os seguintes dez tipos de actividade matematica:

* Abordagem numérica de problemas;

* Uso de manipulagées algébricas para resolver equagdes e inequagdes e posterior confir-
mac¢do usando métodos grificos;

* Uso de métodos grificos para resolver equagdes e inequagdes e posterior confirmagio
usando métodos algébricos;

* Modelagdo, simulagdo e resolugfo de situagdes problemiticas;

*  Uso de cendrios visuais gerados pela calculadora para ilustrar conceitos matemdticos;

* Uso de métodos visuais para resolver equa¢des e inequagdes que ndo podem ser resolvi-
das, ou cuja resolugiio ¢ impraticdvel, com métodos algébricos;

* Condugiio de experiéncias matemdticas, concepgiio e testagem de conjecturas;

* Estudo e classificagio do comportamento de diferentes classes de fungdes:

* Antevisdo de conceitos do cilculo diferencial;

* Investigagiio e exploragfio de virias ligagSes entre diferentes representagdes para uma
situagiio problemdtica.

Os alunos devem ter oportunidade de entender que aquilo que a calculadora apresenta no
seu €cran pode ser uma visdo distorcida da realidade: além do mais, o trabalho feito com a
méquina deve ser sempre confrontado com conhecimentos tedricos, assim como o trabalho
tedrico deve ser finalizado com uma verificagio com a méquina. E importante que os alunos
descrevam os procedimentos utilizados e aquilo que se lhes apresenta, Ndo € de admitir o
uso da calculadora gréfica desligado de quaisquer consideragdes tedricas.

A calculadora vai permitir que se trabalhe com um muito maior nimero de funcdes em
que diversas caracteristicas, como os zeros e os extremos, nio se podem determinar de
forma exacta; estas fungdes sdio importantes pois aparecem no contexto da resolugio de
problemas aplicados. E muito importante desenvolver a capacidade de lidar com elementos
de que apenas uma parte se pode determinar de forma exacta; é importante ir sempre
treinando os alunos na confrontacdo dos resultados obtidos com os conhecimentos tedricos;
sem estes aspectos ndo se pode desenvolver a capacidade de resolver problemas de
aplicagdes da materndtica e a capacidade de analisar modelos matematicos.

Com os cuidados referidos, e como experi€ncias em Portugal e noutros paises mostram, a
calculadora gréfica dard uma contribuigfo positiva para a melhoria do ensino da Matematica,

Uso de computadores

O computador, pelas suas potencialidades, nomeadamente nos dominios da representagio
grafica de fungdes e da simulagfo, permite actividades ndo s6 de exploragiio e pesquisa como
de recuperagio e desenvolvimento, pelo que constitui um valioso apoio a alunos e professo-
res, devendo a sua utilizagio considerar-se obrigatéria neste programa.

Segundo estatisticas recentes, existem em Portugal em média 20 computadores por Escola
Secunddria. Estes computadores devem também estar ao servigo da disciplina de
Matematica.

Os alunos devem ter oportunidade de trabalhar directamente com um computador, com a
frequéncia possivel de acordo com o material disponivel.

Virios tipos de programas de computador sio iiteis e enquadram-se no espirito do pro-
grama. Programas de Geometria como o Cabri-Géomeétre, de Célculo Numérico e Estatis-
tico com uma Folha de Cilculo, de Grificos e demonstragio como o F ungoes (Vitor
Teodoro - editado pelo ex-GEP, disponivel, tal como outros, no DEP-GEF), o MicroCalc
(Harley Flanders), de Algebra Computacional como o DERIVE ou o Mathematica, ou de
simulagdio como os da série Soft-Ciéncias (editados pelas SPF, SPQ e SPM), fornecem
diferentes tipos de perspectivas tanto a professores como a alunos. Outros programas
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comegam igualmente a aparecer no mercado portugués.

Neste sentido recomenda-se enfaticamente o uso de computadores, tanto em salas onde 0s
alunos poderdo ir realizar trabalhos préticos, como em salas com condigoes para se dar uma
aula em ambiente computacional, além do partido que o professor deve tirar como ferramenta
de demonstragfio na sala de aula usando um “data-show" com retroprojector.

O trabalho com computadores deverd ainda ser explorado e desenvolvido em todos os tra-
balhos da Area Escola em que tal se proporcionar e ainda nas disciplinas de Informitica
constantes do curriculo (como a Introdugdo as Tecnologias da Informagdo), em ligagao com
a disciplina de Matemética.
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AVALIAGAD

A avaliag@o deve ter em conta dois dados fundamentais.

A nivel do Ensino Secundirio existirfio sempre um certo nimero de provas de Ambito na-
cional ou regional. Por um lado o professor deve ter em conta na sua avaliacfio a existén-
cia destas provas (realizando provas de estilos diversificados, incluindo por exemplo al-
gumas questdes de escolha muiiltipla, que preparem os alunos para enfrentar os
momentos de avaliagiio global), mas por outro lado deve dessacralizi-las pois a
verdadeira preparagio para essas provas ¢ feita trabalhando com regularidade e afinco ao
longo do ano.

O professor ndo deve reduzir as suas formas de avalia¢io aos testes escritos, antes deve
diversificar as formas de avaliagiio de modo a que cerca de metade seja feita usando ou-
tros instrumentos que nao testes cldssicos. Os testes escritos em si mesmos poderio ter
aspectos muito positivos se a sua utilizagdo for ponderada com outros elementos de ava-
liagdo. S6 assim se poderio testar outras competéncias e capacidades que se pretendem
desenvolver no ensino secunddrio. Em particular recomendamos fortemente que em cada
periodo um dos elementos de avaliagio seja obrigatoriamente uma redac¢do matemdtica
(sob a forma de resolugdio de problemas, demonstragdes, composi¢des/reflexdes, projec-
tos, relatérios, notas e reflexdes historicas, etc) que reforce a importante componente da
comunica¢do matemdtica (o trabalho pode ser proveniente de um trabalho individual, de
grupo, de um trabalho de projecto ou da participagio na Area-Escola). No corpo do pro-
grama aparecem muitas referéncias que poderio propiciar este tipo de avaliacio.
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GESTAO DO PROGRAMA

E indispensivel que o professor, aiém de conhecer bem o programa de cada ano que vai
leccionar, tenha um conhecimento global do programa do ensino secunddrio, bem come uma
perspectiva integradora dos programas dos ciclos do ensino basico.

O professor deve prever, desde o inicio do ano, momentos para o desenvolvimento de
trabalhos individuais, trabalhos de grupo, trabalhos de projecto e actividades investigativas.

O programa de cada ano desenvolve-se por trés grandes temas. O professor deve aprovei-
tar todas as ligagSes entre os temas em cada ano ¢ de cada ano com 0s anos anteriores, por
forma que o aluno encare a Matemética como um todo integrado € ndo como um conjunioc
fragmentado em temas, ao mesmo tempo que possibilita a ampliagiio e consolidagdo de cada
conceito, sempre que ele é retomado.

Inicia-se o 10° ano com o estudo da Geometria no Plano e no Espago, porque a
Geometria &, por exceléncia, um tema formativo no sentido mais amplo do termo que, pela
resolugiio de problemas apropriados desenvolve variadas capacidades, desde a observacao
ao raciocinio dedutivo, a0 mesmo tempo que deixa perceber verdadeiras conexdes entre 0s
vérios temas da Matemitica, da Algebra A Andlise e & Estatistica. E por isso que ¢ tdo
importante, desde o inicio, trabalhar com a Geomeiria, tentando superar algumas (nfo todas
necessariamente) eventuais dificuldades ou lacunas que os alunos tragam dos ciclos
anteriores. Comegar por este tema permite o desenvolvimento de capacidades de visualizago
e representagio através de figuras que tio necessérias sao para o estudo de todos os outros
temas.

Os contetidos de Estatistica ji abordados no terceiro ciclo do ensino bésico permitem re-
solver as situagdes que os alunos podem ter de enfrentar em projectos suscitados pela Area
Escola. Mas cabe ao professor decidir se € ou ndo oportuno aproveitar o tema de cada pro-
jecto em desenvolvimento e antecipar o estudo do tema de Estatistica do 10° ano ou para o
leccionar sobre um molde de trabatho de projecto.

Sempre que o professor detectar nos alunos lacunas inultrapassdveis em temas de ciclos
anteriores, deve desencadear mecanismos de remediagiio, como os previstos apoios
pedagdgicos acrescidos.

Em cada tema é importante encontrar-se um equilibrio entre o desenvolvimento significa-
tivo dos conceitos, capacidades e aptiddes e © dominio do cilculo. Do mesmo modo, a intro-
ducio da légica, da linguagem matemitica e simbélica, das formas de raciocinio cientifico
(matemético e outros) deve aproveitar todas as oportunidades, impregnar o quotidiano da
aprendizagem matemadtica, sem se transformar num contetido com valor em si mesmo. O
grau de formalismo deve sempre ter em conta o nivel de maturidade matemética dos alunos e
deve surgir, se possivel como necessidade, depois de o professor ter a certeza que o aluno
apropriou verdadeiramente o conceito. Outro cuidado tem a ver com o uso da tecnologia: €
preciso ter sempre presente que a "tecnologia" em si ndo estd em causa como contetido de
ensino, mas que séo as aprendizagens que ela pode proporcionar que justificam o seu uso.

Para cada tema indica-se uma previsio do nimero de aulas necessdrias a sua abordagem
na leccionagiio. Nio sendo mais do que uma previsio, essa indicagio deve ser encarada com
flexibilidade, sem prejuizo do peso relativo e da profundidade do tratamento desejado que o
nimero de aulas previsto indicia. O professor deve ter como preocupagio fundamental abor-
dar e desenvolver, em cada ano, os variados tépicos do programa, pois eles fornecem méto-
dos matemdticos diversificados e desempenham fungdes diferentes todas imprescindiveis
para, em conjunto, contribuirem para a formacio integral do cidaddo auténomo e livre.
Nunea se deve valorizar um conteiido de tal forma que se possa prejudicar irremediavelmente
a formagio em algum dos grandes temas ou no desenvolvimento de alguma das capacida-
des/aptidoes reportadas na redacgdo das finalidades e dos objectivos gerais deste programa
de ensino.
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|ACTIVIDADES COMPLEMENTARES

S —— .

Recomenda-se que os professores desenvolvam as seguintes actividades complementares,
em estreita ligagdo com os objectivos definidos para a disciplina de Matemtica:

a) A participacio na Area Escola deve envolver sempre uma componente
matematica, como por exemplo: recolha de dados e sua andlise estatistica, elaboragio de
gréficos a partir de fungGes conhecidas, estudo ou elaboragiio de modelos mateméticos
simples que se ajustem as situagGes em estudo, por em evidéncia a contribuigdo histérica que
a matematica deu para o tema em aprego,...

b) O trabalho desenvolvido na Area Escola deve poder ser um trabalho de
base matemadtica, em que as outras disciplinas irdo dando contribui¢es conforme as dreas
(histéria, aplicagdes, filosofia, etc)

¢) Deve ser incentivada (mas nido forcada) a participacio dos alunos nas
Olimpiadas de Matemitica; complementarmente deve ser incentivada a discussio dos
problemas que foram sendo propostos ao longo dos anos; devem ser organizadas sessdes de
resolu¢do de problemas em regime de clube de Matemdtica, como preparacdo para as
Olimp{adas de matemdtica ou para simples recreagio dos alunos mais interessados; devem
ser incentivadas realizagdes tipo Olimpiadas, desde o Problema da Semana, da
Quinzena,... até 2 realizagio de pequenos torneios escolares (tipo ‘rally-paper’) ou inter-
escolas.

d) Devem ser convidados professores da escola ou exteriores 2 escola para proferir pe-
quenas palestras sobre temas relacionados com a Matemitica (explicagio de uma
descoberta recente como o Ultimo Teorema de Fermat, exploracio de um tema histérico, de
aplica¢des da matemitica,...)

) Sempre que existir uma semana cultural na Escola deve haver um lugar para a
Matemdtica, pois a Matemitica também é cultura. Desde exposicio dos trabalhos dos
alunos até ao pedido de exposigdes elaboradas por outras entidades (APM, SPM, Museus da
Ciéncia,...) ou a simulagiio de congressos cientificos em que os alunos apresentam co-
municagdes ou atribuem prémios tipo “Oscar” ou tipo “Nobel” (ou melhor, Medalha Fields),
tudo deve ser pretexto para falar da matemdtica, criar gosto pela Matemdtica ou fornecer aos
alunos outra visiio da Matemitica.

f) A Biblioteca da Escola deve ter um niimero razodvel de textos de mate-
matica. Os textos oficiais (Programas -vérios exemplares-, publicagdes do ex-GEP, do
1IE,...), as obras citadas nos programas oficiais, as obras de Sebastifio e Silva, os livros da
colecgiio “O prazer da Matemdtica” da Editora Gradiva, o "Jornal de Mathematica Elementar"
e a "Galeria de Matemdticos" do J.M.E., as publicagdes da APM e da SPM nio devem faltar
em qualquer biblioteca escolar. Logo que tal seja possivel, as Escolas devem fazer-se sécios
institucionais da APM e da SPM, para garantir a recep¢io regular de novas publicacées.
Livros escolares de outros paises (em particular de Espanha, Franca, Inglaterra, Itdlia e
Estados Unidos) e sobre Histéria da Matematica ("Histéria Concisa da Matemitica" de
Struik, "Histéria da matemdtica" de C. Boyer, Ed. Edgard Bliicher, "Mathématiques au fil
des dges"- Ed. Gauthier- -Villars, "Histoire de Problémes - Histoire des Mathématiques" -
Ed. Ellipses dos IREM e "The History of Mathematics - A Reader", Open University) seriio
um manancial de ideias para trabalhar com os alunos.
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| QUADRO RESUMO

Distribuicdo dos temas em cada ano
102 ANO

1. Geometria no Plano e no Es-
pawl

Resolugiio de problemas de
geometria no plane e no
espago

O método cartesiano para estu-
dar Geometria no plano e no
espago

Vectores livres no plano e no
£spaco

Estudo vectorial da recta no
plano e no espago

Equagio reduzida da recta no
plano

2. Fungies e Grificos - Genera-

lidades. Fungbes polinomiais.
Funqao modulo.

Grifico cantesiano de uma fun-
¢io em referencial ortogonal

Definigio de fungio, grifico
representagio grifica de uma

fungfio.

Estudo intuitivo de proprie-
dades das:

Fungdes quadriticas; referncia
i paribola

Fung¢io modulo

Fungdes definidas por 2 ou
mais ramos

Fungdes polinomiais (graus 3
ed)

EquagGes e inequagdes do 2°
grau; Inequagdes com moddu-
los

Decomposigio de polindmios

3. Estatistica

+  Objecto e histdria

*  Recenscameno e sondagem

«  Populagio e amostra

«  Estatistica descritiva e Estatis-

tica Indutiva

Orpanizagio e interpretagio de
caracleres estatisticos (quali-
tativos e quantitativos)
Medidas de localizagio de uma
amostra

Medidas de dispersiio
Diagramas de "extremos e quar-
tis"

Referéncia a distribui¢ies bidi-
mensionais

112 ANO

1 Geometria no Plano e no Es-

paco 1T

* Resolugiio de problemas en-
volvendo triingulos

»  Angulo e arco generalizados

+  Fungdes seno, co-seno € tan-
gente; defini¢io e variagio
(estudo no circulo trigonomé-
trico)

¢  Equagbes trigonométricas ele-
mentares

«  Produto escalar de dois vec-
tores no plano e no espago

¢  Conjuntos definidos por con-
digtes

»  Equagio cartesiana de planos,

+ Intersecgiio de planos e resolu-
¢io de sistemas; equaghes car-
tesianas da recta no espago

«  Paralelismo ¢ perpendiculari-
dade de rectas e planos (inter-
pretagiio vectorial)

2. Introdiio ao Cdculo Dife-
rencial I- Fungbes Racionais e
Com Radicais. Taxa de varia-
qaofDeuvah
Estudo de propnedadcs das
Fungdes racionais do tipo
f(x) = a+b/(cx+d); referénciad
hipérbole

¢ Aproximagio experimental da
nogéo de limite

¢ Operagdes com fungbes: soma,
diferenga, produto, quociente,
composigio,

+ Nogiic de taxa média de
variagiio; nogio de taxa de
variagdo; interpretagio geomé-
trica e fisica.

*  Determinagio da derivada em
casos simples; aplicagdes

« Inversio de fungdes; fungdes
com radicais quadrdticos e ci-

12° ANO :

1 Probabilid e Combinatdria

Introdugdo ao cilculo de  Pro-
babilidades

Distribuicio de frequéncias
relativas e distribuigfio de pro-
babilidades

Definigiio axiomitica de Pro-
babilidades (caso finito) e pro-
priedades; definicio de proba-
bilidade condicionada e sua
verificagio da axiomdtica.
Combinatdria

Técnicas de contagem; permu-
tagdes, arranjos com e Sem
repeti¢iio; pares de um conjun-
to ¢ combinacdes sem repeti-
¢io, propriedades. Tridngulo
de Pascal. Bindmio de Newton.
Aplicagbes ao cilculo de Pro-
babilidades
Acontecimentos
tes.

independen-

2. Introdugiio ao Calculo Dife-
n:ncui 11

Fungdo exponencial e fungio
logaritmica de bases maiores
que l.

Regras operatdérias de expo-
nenciais e logaritmos. Aplica-
¢Oes concretas.

Limite de fungio segundo
Heine; Propriedades operato-
rias sobre limites; limites
notiveis;  indeterminagdes.
Assimp-totas.

Continuidade
Teorema de Bolzano-Cauchy e
aplicagdes numéricas

Fungdes derivdveis. Regras de
derivagdo ¢ detivadas de fun-
¢Des elementares. Segunda de-
finigio do nimero e

Segundas derivadas e concavi-
dade.

Estudo de fungBes em casos
simples

Problemas de optimizagio

bicos

3. Sucessoes

» Introdugiio ao conceito de su-
cessdo

A suc. como fungiio de varidvel
natural; suc. mondtonas; suc..
limitadas; progr. aritméticas e
geométricas.

+  Estudo intuitivo de (1+1/n)" e
primeira definigiio de ¢

»  Limites:
Infinitamente grandes e infini-
tésimos; Limites de sucessoes
e convergéncia; determinagio
de limites

3. Trigonometiia e Niimeros
Complexos

Fungdes seno, co-seno e tan-
gente; estudo de propriedades;
cilculo de derivadas

Introdugio  histérica dos nd-
meros complexos, através dos
problemas da resolubilidade
algébrica.

Complexos na forma algébrica
e na forma trigonométrica.
Operagdes

Dominios planos e condigdes
em variivel complexa.
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'DESENVOLVIMENTO DOS TEMAS E INDICAGOES METODOLOGICAS

—_— e

Apresenta-se, para cada ano e para cada grande tema, o desenvolvimento que pretende
citar exaustivamente todos os contetidos obrigatérios e facultativos. Em alguns casos, por se
entender necessdrio um esclarecimento particular referem-se objectivos precisos nesse desen-
volvimento dos temas.

Ha quem pense que se pode substituir o programa no seu todo pela lista de itens de con-
teido fornecidos no desenvolvimento dos diversos temas. Nio é assim.

As indicagGes metodoldgicas que acompanham o desenvolvimento dos temas esclarecem
as questoes estratégicas da metodologia de ensino e do "fazer matematica", definem as for-
mas de abordar os contetidos, sugerem oportunidades de introduzir outros conceitos e de es-
tabelecer conexdes, de utilizar tecnologia, de experimentar, etc, € sé por isso sio importantes
e imprescindiveis partes do programa a par dos contetidos. Podemos mesmo dizer que a
forma de aprender a fazer matemdtica é um contetido do ensino de Matemdtica.

Para além disso, as indicag¢Ges metodoldgicas sdo importantes e imprescindiveis neste
programa e tém de ser seguidas, porque € nelas que se estabelecem em pormenor, para além
da forma de abordagem, a profundidade requerida e o rigor exigido nas formalizacdes dos
conceitos ¢ defini¢ces, para além do tipo de exercicios e actividades que podem ser
propostos aos alunos. Nessas indicagdes metodoldgicas aparecem mesmo instrugdes no
sentido de evitar certos tipos de exercicios que, desse modo, sio excluidos do programa e
nao podem ser considerados. A repetigio de exercicios rotineiros consome tempo precioso,
necessirio para a leccionagio do programa, € desaconselhada também porque, da sua
leccionagdo, resulta a desqualificagio dos conceitos que pretendem consolidar.

Resumindo, cada contelido do ensino secunddrio de Matemdtica ndio estd mais do que es-
bogado no desenvolvimento dos temas; para efeitos deste programa, as indicagdes metodo-
l6gicas ndo sdo simples indicagGes e concorrem até para a definigio dos contetidos de en-
sino.

De acordo com o desenvolvimento de cada tema e o grau de profundidade a atribuir &
abordagem de cada contetido, faz-se corresponder um determinado niimero de horas 2
leccionagio de cada tema. Embora isso ndo constitua uma instrugiio rigida, ela deve ser uma
referéncia obrigatéria de planificagdo e deve limitar a abordagem de cada tema, de modo a
que, mesmo com prejuizo do aprofundamento deste ou daquele contetido especifico, todos
os temas sejam abordados com todos os alunos.

As indicagGes metodoldgicas, ao sugerir actividades e preocupagdes a ter, acabam por suge-

rir diversificagdo de tipos de instrumentos e de oportunidades de avaliac@o das aprendiza-
gens.,
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102ANO

Tema | - Geometria nﬂ’_lano e nq_Espﬁo [

0 ensino da Geometria reveste-se da maior importincia devendo desenvolver no aluno uma intuigio
geométrica e um raciocinio espacial assim como capacidades para explorar, conjecturar, raciocinar

(35 e

logicamente, usar e aplicar a Matemdtica, formular e resolver problemas abstractos ou numa perspectivade |
modelagiio matematica. Deve ainda desenvolver no aluno capacidades de organizagdo e de comunicagdo quer

oral quer escrita.

| O professor deve no inicio da unidade propor aos alunes actividades que permitam recordar e ampliar os
conhecimentos adquiridos no 3° ciclo de modo a estabelecer uma boa articulagio entre este ciclo e o ensino

Secundario.

Tanto em geometria plana como em geometria do espago todo o ponto de vista axiomidtico é excluido
devendo a pritica com as figuras ter um papel central e decisivo no ensino das nogGes matemilticas que estiio
em jogo. O professor deve propor actividades de construgdo, de manipulagio de modelos ¢ ligadas a
problemas histéricos fazendo surgir a partir do problema e do caminho que se faz para a sua resolugio uma

| grande parte dos resultados tedricos que pretende ensinar ou recordar.

| A exploragio de programas adequados no computador pode ajudar eficazmente o aluno a desenvolver a
percepgio dos objectos do plano e do espago.

| Devem explorar-se sempre que possivel as conexdes da Geomelria com outras dreas da Matemitica € o seu
i desenvolvimento deve prolongar-se noutras temas.

|

Indicagdes Metodoldgicas

Resoluciio de problemas de
geometria no plano e no
espago

(Pretende-se gue os problemas a
propor promovam o desenvolvimento
de capacidades de experimentagio,
raciocinio geométrico e a
andlise critica, conduzindo ao
estabelecimento de conjecturas
e a sua verificagdo. )

Alguns topicos de geometria a
considerar em situacées concretas
na resolugiio de problemas podem
ser por exemplo :

»  Mocdos de definir um plano.

+  Propriedades usuais do
paralelismo de duas rectas, de
dois planos, de uma recta e
um plano, assim como as
propriedades usuais de
perpendicularidade de duas
rectas, de uma recta e de um
plano.

¢ Intersecgiio de sélidos por um
plano dado.

+  Construgiio de uma

representagiio da secgdo obtida.

«  Estabelecimento de relagoes
métricas entre figuras,
nomeadamente entre medidas
lineares, dreas e volumes.

Este tema pode ser introduzido a partir de actividades em que 05
alunos reflictam na organizagio do espago e no modo como algumas
propriedades dos seus objectos elementares (pontos , rectas e planos )
permitem validar conjecturas.

O professor pode propor ao aluno actividades com poliedros (entre
outros, estudar os cinco sélidos de Platdo: cubo, tetraedro, octaedro,
icosaedro, dodecaedro ). Partindo dos seus modelos podem ser estudadas
as propriedades dos poligonos que constituem as suas faces . E
importante que os alunos recordem as definigdes dos tridngulos,
quadriliteros e poligonos usuais e com base nestas descubram e
verifiquem novas propriedades . Os alunos devem ser capazes de
desenhar exemplos representativos de cada quadriltero bem como dos
poligonos regulares.

O aluno deve ser levado a reconhecer que quando uma figura do
espaco estd contida num plano se podem utilizar neste plano todas as
propriedades da geometria plana.

Os problemas a propor aos alunos néio devem Ser NUMEr0Sos.
Devem ser ricos e nio se reduzir a propostas fragmentadas. E mais
importante um problema bem explorado do que muitos ratados
apressadamenite.

As actividades devem estar ligadas 3 manipulagiio de modelos
geométricos e o professor deve insistir para que o aluno exprima
cotreclamente os seus raciocinios, oralmente e por escrito, através de
pequenas composi¢des. Também se pretende que os alunos realizem
pequenas investigacGes.

Com os s6lidos usuais, pretende-se que o aluno fique a saber
desenhar representagdes planas destes, descrever a intersecgio de um
desses sélidos por um plano dado e saber construir ¢ desenhas uma
representagiio da intersecgio obtida, utilizando as regras da perspectiva
cavaleira (o aluno deve comegar por modelar a situagio por exemplo
com sélidos de arestas, com sdlidos transparentes ou de qualquer outro
modo sugestivo). Devem ser estudadas as propriedades do poligono
obtido como secgfio.

A resolugio de problemas numéricos ligados ac calculo ¢
comparagio de distincias, dreas e volumes em configuragdes do plano
ou do espago poderd constituir uma oportunidade para o aluno voltar a
trabalhar com niimeros irracionais e/ou valores aproximados recorrendo
a calculadora. O aluno deve ser estimulado a recorrer ao calculo mental
e 2 estimativa para confirmar se os valores encontrados sdo aceitdveis.
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» Tema | - Geometria no Plano e no Espago |

Desenvolvimento Indicagdes Metodologicas

Geometria Analitica

O método cartesiano para
estudar geometria no plano e
No espago:

Referenciais cartesianos
ortogonais e monomeétricos
no plano e no espago.
Correspondéncia entre o pla-

no e IR2, entre o espaco e

R3. Conjuntos de pontos e
condigdes. Distincia entre
dois pontos. Circunferéncia,
circulo, elipse e mediatriz;
Superficie esférica, esfera e
plano mediador.

Vectores livres no plano e no
espago:

Adicio de vectores e
multiplicagio por um escalar;
propriedades. Colinearidade de
dois vectores

Soma de um ponto com um
vector. Diferenga de dois
pontos.

Norma de um vector.
Componentes e coordenadas
de um vector num referencial
ontonormado do plano
Componentes e coordenadas
de um vector num referencial
ortonormado do espago.
Coordenadas do ponto médio
de um segmento de recta.

Equacio vectorial da recta no
plano e no espago.

Equaciio reduzida da recta no
plano e equagdo X=X .

O professor deve propor ao aluno actividades que o levem a sentir a
necessidade e vantagem do uso de um referencial, quer no plano quer no
espago. O professor pode fornecer figuras efou um referencial numa
grelha e pedir a colocagio da figura ou do referencial para obter “as
melhores coordenadas” experimentando com vdrias figuras no planc e
No espago.

Serd vantajoso que o professor aproveile os problemas com que
iniciou a unidade, recorrendo aos modelos ji utilizados para fazer
aparecer as novas nogdes (referencial, coordenadas , vectores, ...)
levando o aluno a justificar determinadas proposiges por mais de um
processo. S4 mais tarde deve recorrer a desenhos em perspectiva,

No plano, o aluno deve descobrir as relagdes entre as coordenadas de
pontos simétricos relativamente ao eixo das abcissas, ao eixo das
ordenadas e A bissectriz dos quadrantes impares. No espaco, o aluno
deve descobrir as relagGes entre pontos simétricos relativamente aos
planos coordenados e aos eixos coordenados.

E importante aproveitar as analogias mas também salientar as
diferengas no tratamento analitico do plano e do espago .

Pretende-se que o aluno deduza propriedades de figuras geométricas
(tridngulos e quadrildteros) usando vectores ¢ explore a ligagio do
célculo vectorial com a Fisica.

A circunferéncia, a elipse e a superficie esférica devem ser tratadas
essencialmente como lugares geométricos sem a preocupagio de fazer
miiltiplos exercicios que envolvam apenas as suas equagdes. O mesmo
para a mediatriz e o plano mediador.

A equagdo da elipse obtém-se facilmente a partir da circunferéncia
por meio de uma mudanga afim de uma das coordenadas.

Nio devem ser feitos exercicios repetitivas com as equagdes da
recta, da elipse ou da circunferéncia.

O professor deve incentivar o aluno a fazer em todas as situagdes
uma figura geométrica de modo a tirar proveito da visualizagiic do
problema e a desenvolver a sua capacidade de representagio nio
deixando que o aluno se limite  resolucio exclusiva de equagdes e a
utilizagiio de férmulas . Além do mais o aluno deve descrever com
algum detalhe o processo utilizado, justificando adequadamente.
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10°ANO - - ]
Tema Il - Funcdes e Graficos - Generalidades. Funcdes polinomiais. Fungao médulo (36 aulas)

| Os conhecimentos sobre fungdes, indispensaveis para a compreensio do mundo em que vivemos, vio ser |
| ampliados com base no estudo numérico e grifico devendo privilegiar o trabalho intuitivo com fungdes que |
relacionam varidveis da vida corrente, da Geometria, da Fisica, da Geografia ou de outras disciplinas.
Em particular faz-se o estudo detalhado das fungdes polinomiais e da fungfio médulo e resolvem-se grificae |
numericamente algumas equagdes e inequagdes.
Este tema tem um énfase muito grande na ligagiio entre as férmulas e as representagbes geométricas. Esta
ligagdo é muito importante para todos os que utilizarem matemdtica. A capacidade de as relacionar € uma
capacidade fundamental para o mundo de hoje e do futuro e assim este tema devera fornecer uma formagio

;

okl bl — — e |

| Pré-Requisitos:
Os alunos devem conhecer a fungiio afim; devem poder reconhecer essa fungio através do grifico, esbogar o
grifico e devem conhecer algumas propriedades (monotonia e zeros de forma apenas intuitiva e usando os
conhecimentos de equagdes). Os alunos devem saber resolver equagdes e inequagdes do 1° grau e resolver

| equagdes do 2° gran. Os alunos devem conhecer os nimeros reais e representar intervalos de mimeros reais. |

Desenvolvimento Indicagoes Metodologicas

*  Grifico cantesianc de uma
fungio em referencial
ortogonal.

»  Definigdo de fungiio, grificoe
representagiio grifica de uma
fungio.

»  Estudo intuitivo tanto a partir
de um grifico particular como
usando calculadora grifica de
propriedades das fungdes e dos
seus grificos (dominio,
contradominio, pontos
notdveis, monotonia,
continuidade, extremos

Para todos os tipos de fungdes devem ser dados exemplos a partir de
questdes concretas (tanto de outras dreas da matemdtica como os
constantes em livros de Fisica, Quimica, Geografia, Economia, etc, em
recortes de jornais). Particular importéncia deverd ser dada a situagoes
problemdticas, situagées de modelagio matemdtica e a exemplos ligados
com o trabalhos da Area-Escola e com a Geometria, devendo retomar-se
alguns exemplos estudados no tema anterior. Os alunos devem
reconhecer que o mesmo tipo de fungio pode constituir um modelo de
diferentes tipos de situagdes problemdticas.

Com vista a facilitar o uso de uma linguagem rigorosa (mas nfio
formalista) o professor pode introduzir os conceitos de *“condig¢io” e
“proposigao” e referir sumariamente ao longo do tema as propriedades da
conjungio, disjungdo, negagfio e implicagao.

(relativos e absolutos), Os alunos devem sempre tragar um nimero aprecié'vel de fum;(')es
simetrias em relagiio ao eixo tanto manualmente em papel quadriculado ou papel milimétrico como
dos YY e 3 origem, limites usando calculadora grifica ou computador.

nos ramos infinitos) e anilise Dificuldade a niio exceder nas fungbes definidas por dois ou mais
dos efeitos das mudangas de ramos:

parfimetros nos grificos das
fungdes (considerando a 4 se v>0
variagdo para cada parimetro f(H=Ir-al, g@x)=Llc-31+ 1L, h(x)= { 2 ’
separadamente) para as x"-5x se x50
seguintes fungdes:

i) FungGes quadraticas; estudo
a partir da familia de funges
definida por

j{.t):axz + bx +c e a partir
dos zeros ¢ do sinal do
trinémio ax? + bx +c;

ii) fungio mddulo; estudo da
familia de fungdes definidas
por

fix)=albx+cl +d;

iii) fungdes definidas por dois
ou mais ramos (cujo dominio
¢ um intervalo ou uniiic de
intervalos).

No estudo das familias de funges os alunos podem realizar pequenas
investigacoes.



»Tema Ii - Fungdes e Graficos - Generalidades. Funges polinomiais. Fungdo modulo

™

Desenvolvimento

Resolugio de problemas
envolvendo a expressio de
uma varidivel em fungfo de
outra, ou recorrendo a uma
representagiio grifica.
Referéncia & pardbola, as suas
principais propriedades e 4 sua
importincia histérica.
Equagdes e inequagbes do 2°
grau; inequagdes com um
mdédulo.

Estudo de fungGes polinomiais
e polindmios, com particular
incidéncia nos graus 3 e 4.

Possibilidade da decomposigio
de um polinémio em factores
(informagiio). Decomposi¢io
de um polinémio em factores
em casos simples, por divisio
dos polinémios e recorrendo i
regra de Ruffini. Justificagiio
desta regra.

Estudo grifico de inequagtes
envolvendo polindmios com
recurso a calculadora gréfica
ou a partir de uma
decomposigfio em factores do
polinémio, usando uma tabela
de variagiio de sinais. Os
alunos devem verificar que
obtiveram o resultado esperado
usando o outro método, ou
usando propriedades
conhecidas.

Estudo de transformagoes
simples de fungdes (tanto
usando papel e ldpis como
calculadora grifica): dada a
fungio f tanto a partir de um
grifico como a partir de uma
expressiio analitica, esbogar o
grifico das fungdes definidas
pory = fix)+a, y = fix+a), y =
dafix), y = flax), y = Ifix)l, y =
f(Ix1), com a positivo ou
negativo, descrevendo o
resullado recorrendo a
linguagem geométrica.
Resolugdo de problemas
concretos envolvendo fungdes
polinomiais.

Estudo intuitive de curvas que
se ajustem a um conjunto de
pontos dados.

Indicacoes Metodoldgicas

Experimentando com a calculadora grdfica ou computador, os alunos
devem observar que podem ser apresentadas diferentes representagdes
grificas de um mesmo grifico, variando as escalas da representagiio

grifica.

Quando for usada a calculadora grifica os alunos devem explorar
claramente os diversos comportamentos. Os alunos devem saber evitar
conclusdes apressadas e devem ser incentivados a elaborar conjecturas
em fungiio do que se lhes apresenta mas devem ser sistematicamente
treinados na andlise critica de todas as suas conclusdes.

Os alunos devem observar que a representaglio grifica depende de
forma decisiva do rectingulo de visualizagiio escolhido. Devem ainda
estudar situagdes em que uma descrigiio qualitativa satisfatéria do
comportamento da fungdo s6 € possivel com um grifico miltiplo
(conjunto de graficos em diferentes rectingulos de visualizagio)

Os alunos devem determinar pontos notdveis (como intersecgiio com
os eixos coordenados) e extremos de forma aproximada (com uma
aproximagiio definida a priori) a partir do gréfico tragado na calculadora
grafica ou compultador,

No estudo de polinémios os alunos devem trabalhar tanto com po-

lindmios do tipo 35 + x2+ 5 em que o trabalho serd numérico e
gréfi-co e em que para ter uma informagdio satisfatéria sio precisos dois
gré-ficos, como devem trabalhar com polinémios do tipo PN
+ 1, em que por tentativas é possivel encontrar uma raiz (neste'caso 1)
€, depois de usar a regra de Ruffini, reduzir 2 um polinémio de grau
inferior,

Um aluno deverd registar por escrito as observagoes que fizer ao usar
a calculadora grifica ou outro material, descrevendo com cuidado as
propriedades constatadas e justificando devidamente as suas conclusées
relativamente aos resultados esperados (para desenvolver o espirito
critico e a capacidade de comunicagio matematica).

(*) O estudo de curvas deve ser feito de modo informal,
experimentando o aluno qual dos tipos de fungdes ji estudadas melhor
se ajusta (poderd ser analisada a soma dos desvios ou a soma dos
quadrados dos desvios).
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102 ANO j

Temallll- Estatistica (20 aulas)

Algumas das nogdes que se tratam nesta unidade ja foram abordadas no 3° ciclo ¢ por isso possivel em
qualquer altura reinvestir nestes conhecimentos e completé-los progressivamente. Assim, o professor pode,
se o considerar vantajoso, tratar este tema de uma forma descontinua ao longo do ano, nomeadamente soba
forma de trabalho de projecto.

O aluno deveri ficar a saber organizar, representar e tratar dados recolhidos em bruto {ou tabelados) para dai
tirar conclusGes numa andlise sempre critica e sempre consciente dos limites do processo de matematizagdo |
da situagdo. E importante que o estudo da Estatistica contribua para melhorar a capacidade dos alunos para
avaliar afirmacGes de cardcter estatistico, fornecendo-lhes ferramentas apropriadas para rejeitar quer certos
antincios publicitdrios quer noticias ou outras informagées em que a interpretagiio de dados ou a realizagdio da
amostragem niio tenha sido correcta.

| Este tema fornece uma excelente oportunidade para actividades interdisciplinares, individualmente ou em
grupo, devendo o professor ao definir o plano de trabalho com os alunos incentivi-los a recorrer a0

| computador. No final, os alunos devem interpretar e comunicar os resultados  turma fazendo uma andlise
critica e estando conscientes que modos diferentes de apresentar as conclusdes podem alterar a mensagem.

Pré-Requisites:

Desenvolvimento Indicagoes Metodoldgicas

+  Objecto da Estatistica e breve
nota histérica sobre a
evolugfo desta Ciéncia;
utilidade na vida moderna,
Clarificagiio de quais os
fenémenos que podem ser
objecto de estudo estatistico;
exemplificagio de tais
fenémenos com situagdes da
vida real, salientando o papel
relevante da Estatistica na sua
descrigiio.

Os alunos podem recolher dados na turma, em revistas, livros ou
junto de instituigbes, empresas, servigos piblicos, autarquias, LN.E..,
Comunidade Europeia,. ... devendo, no entanto , ter-se em conta a
maturidade e sensibilidade dos alunos para os problemas apresentados.

»  Recenseamento e sondagem.

»  Asnogbes de populagio e
amostra. Compreensdo do
conceito de amostragem e
reconhecimento do seu papel
nas conclusdes estatisticas;
distingfio entre os estudos e
conclusdes sobre a amosira e
a correspondente andlise sobre
a populagio. Nogdes
intuitivas sobre as escolhas de
amostras, sobre a necessidade
de serem aleatdrias,

representativas e livres de O professor deve acentuar que o principal objectivo da Estatistica
vicios de concepgiio. Descritiva é organizar os dados observados (amostra) e extrair deles as
caracleristicas mais importantes, resumindo a informagiio neles contida
Estatistica Descritiva ¢ (redugiio dos dados).
Estatistica Indutiva. Deve salientar-se que a Estatistica Descritiva se limita ao estudo da
amostra.

Numa segunda fase, a da Estatistica Indutiva, conhecidas as
propriedades da amostra procura-se inferir para todo o universo. Esta
segunda fase nio faz parte do programa.



» Tema il - Estatistica

Indicagoes Metodologicas

Organizacfio e interpretaciio
de caracteres estatisticos
(qualitatives e
quantitativos):

Anilise grifica de atributos
qualitativos {grificos
circulares, diagramas de
bandas, pictogramas);
determinagiio da moda;
Andlise de atributos
quantitativos: varidvel discreta
e varidavel continua.

Dados agrupados em classes.

Varidvel discreta: tabelas de
frequéncias (absolutas,
relativas e relativas
acumuladas); gréfico de
barras; (grificos circulares e
pictogramas); fungio
cumulativa.

Varidvel continva: tabelas de
frequéncias (absolutas,
relativas e relativas
acumuladas); gréificos
(histograma, poligono de
frequéncias); fungiio
cumulativa,

Medidas de localizagfio de uma
amostra: Moda ou classe
modal; média; mediana;
quartis.

Medidas de dispersio de uma
amostra: Amplitude;
varifincia; desvio padriio;
amplitude interquartis.
Discussio das limitagées
destes parimetros estatisticos.

O professor deve rever o estudo dos atributos qualitativos,
nomeadamente o estudo grifico procurando clarificar a distingdo entre os
diferentes tipos de atributos e correspondente estudo,

Quando os dados sio quantitativos pode ser iitil usar um tipo de
representagdo sugestiva - Stem-and-leaf (caule e folha) - que se pode
considerar entre a tabela e o grifico. Utiliza-se principalmente para
representar amostras de dois digitos e consiste em escrever do lado
esquerdo de uma linha vertical o digito (ou digitos) da classe de maior
grandeza, seguidos dos restantes.

Esta representagiio facilita o calculo da mediana e reflecte a forma da
distribuigio da populagdo subjacente acs dados observados.

Os alunos devem construir tabelas de frequéncias absolutas ou
efectivos , de frequéncias relativas e de frequéncias relativas acumuladas
associadas a dados preferencialmente correspondentes a situagdes reais.

Os alunos devem ainda construir e interpretar grificos de barras (caso
discreto), histogramas e grificos poligonais (caso continuo) e,
eventualmente, em ambos os casos, grificos circulares e pictogramas.

Os alunos devem definir e interpretar a fungio cumulativa e fazer a
respectiva representacio grifica.

No estudo de varidveis estatisticas continuas deveri ter-se em conta
que o seu estudo tem subjacente a hipdtese de que em cada classe a
frequéncia (absoluta ou relativa) estd uniformemente distribuida ( isto &,
a frequéncia por unidade de amplitude de cada classe € igual ao quociente
entre a frequéncia e a amplitude dessa classe).

No caso continuo, a fungdo cumulativa deveri ser introduzida de
forma intuitiva; assim, dever-se-& comegar por calcular o seu valor nos
extremos das classes e, em seguida , usando a hipétese de distribuigiio
uniforme, construir os segmentos de recta associados a cada classe.

Os alunos devem compreender e interpretar medidas de localizagiio,
em particular , as medidas de tendéncia central assim como as medidas
de dispersio.

Nio se pedem férmulas estatisticas para além da média e do desvio
padriio, devendo utilizar-se as fungdes estatisticas da calculadora mal
tenham os alunos compreendido os conceilos a que essas férmulas
referem.

Recorrendo 2 andlise conjunta das medidas de localizagio e de
dispersio , em particular recorrendo A média e ao desvio padriio os
alunos devem interpretar distribuicées,

A mediana e os quartis deverdo ser definidos a partir da fungio
cumulativa niio devendo no entanio perder-se a interpretago corrente
(por exemplo, no caso da mediana: é o valor que tem 2 sua esquerda e 3
sua direita o mesmo niimero de observagdes).

Além disso, no caso discreto deveri ser apresentada a regra pritica
para o cilculo da mediana cuja dedugdo poder ilustrar a interpretagio
atrds referida; € desnecessdria , a este nivel , a apresentagiio das regras
praticas para a determinagio dos 1° e 3° quartis bem como a sua
obteng¢iio no caso continuo.

Deveri ser observado que, no caso continuo , o cdlculo da média e
do desvio padrao sé é possivel se introduzirmos vma varidvel discreta
relacionada com a que estd em estudo, Isto € feito por intermédio da
varidvel das marcas cuja escolha é legitimada pela hipétese de
distribui¢io uniforme em cada classe.

Com exemplos devem ser estudadas propriedades elementares da
média e da varifincia ou do desvio padriio ; em particular, analisar o
efeito nestes parimetros de uma transformacio linear afim dos valores
da varidvel.

PX]



» Tema Il - Estatistica

| Indicagdes Metodologicas

Diagramas de *“extremos e
quartis”

Referéncia a distribui¢tes
bidimensionais (abordagem
grifica e intuitiva):

Diagrama de dispersio;
dependéncia estatistica; ideia
intuitiva de correlagiio;
exemplos grificos de
correlagiio positiva, negativa
ou nula.

Coeficiente de correlagiio e
sug variagioem (-1, 11].
Definigdo de centro de
gravidade de um conjunto
finito de pontos; sua
interpretagdo fisica.

Ideia intuitiva de recta de recta
de regressiio; sua interpretagio
e limitagdes.

O aluno deve construir e interpretar diagramas de extremos e quartis
de uma distribuigiio, enquanto grifico que permite ter simultaneamente
em conta medidas de localizacio e de dispersio.

A partir de exemplos de nuvens de pontos o aluno deve identificar o
tipo de correlag@io. A medida que se utiliza com mais frequéncia para
medir o grau da associagdo linear € o coeficiente de correlagdo (linear)
que se representa por r . N#o devem ser propostos exercicios que
envolvam o cdlculo (a nio ser pela miquina) nem € de exigir o
conhecimento da férmula do coeficiente de correlagio.

Qs alunos devem verificar, a partir de exemplos, algumas
propriedades do coeficiente de correlagao:

- O valor de r estd no intervalo [ -1, 1]

- Quanto maior for o médulo de r, maior serd a correlagfo linear
entre os valoresde xede y.

- Significado e interpretaciio do sinal de r.

Pode definir-se a recta de regressfio (linear) como a recta tal que a
soma dos quadrados das distancias de cada ponto da nuvem a recta seja
minima .

Informar que se pode calcular como sendo a recta que passa pelo
centro de gravidade da distribuigio e cujo declive € dado pelo coeficiente
de regressio; sobre este coeficiente informar apenas que o sinal é o
mesmo do coeficiente de correlagio e em seguida caleuld-lo usando a
calculadora.

Os alunos poderiio ainda obter a recta de regressdio na calculadora
grafica e em seguida verificar que passa pelo centro de gravidade.

E conveniente chamar a atengiio dos alunos que a equagio da recta de
regressiio desligada da nuvem de pontos ndo nos permite certificar se ela
foi ou ndo influenciada por um pequeno mimero de pontos anormais.
Ora, por vezes, uma investigagio adicional destes pontos poderi
permitir eventualmente rejeitd-los e obter assim uma recta mais
ajustada.
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Tema | - Geometria no Plano e no Espago |l

(36 aulas)

A trigonometria tem a sua origem no estudo da medicdo de triingulos. Problemas relacionados com a __hi
navegagio, a topografia, a inddstria de moldes, entre muitos outros, exigem a resolu¢iio de tridingulos. Mais |
tarde ao serem estudadas as fungGes trigonométricas veremos aparecer o seno e o co-seno como modelos
malemdticos para fenémenos periddicos tais como variagbes de temperatura , de marés,..., mas nesta
primeira abordagem para além da resolugfio de problemas que envolvam triingulos trata-se somente de |
ampliar o conceito de dngulo que passa a ser encarado como “gerado™ por uma semi-recta em movimento
(sentido positivo ou negativo) bem como o estudo do circulo trigonométrico e a resolucio de algumas |
equagdes trigonométricas simples.

A calculadora facilitard o estudo da Trigonometria e permitird que o tempo seja dedicado a compreensiio dos |
conceilos e as aplicagdes ligadas a problemas reais, reduzindo-se o &nfase em exercicios de cilculo.

A continuagfo do estudo da Geometria com a nogiio de produto escalar e suas aplicagdes ligada i resolugio
de problemas deve permitir ao aluno melhorar as suas capacidades de visualizagio e representagfio
aumentando a sua intuigiio geométrica.

Devem continuar a explorar-se as ligagSes da Geometria aos outros conteiidos. Os conhecimentos adquiridos |
nesta unidade devem mostrar ao aluno como a linguagem das coordenadas e dos vectores Ihe fornece novos

utensilios para resolver problemas jd abordados noutras perspectivas. _J

Indicagoes Wetodologicas

Resolugio de problemas que envol-
vam trifingulos.

Devem propdr-se aos alunos problemas variados ligados a situagdes
concretas onde apliquem métodos trigonométricos (problemas ligados a
solidos, a moldes, & navegagio, 3 topografia , histéricos,...) de modo a
que o aluno se aperceba da importincia da trigonometria para as vérias
Ciéncias. As calculadoras permitem que o aluno se preccupe menos

A ) com os cilculos e mais com a compreensiio do problema.
Angulo e arco generalizados:

- Radiano.
- Expressdo geral das
amplitudes dos ingulos com

0s mesmos lados, em graus e
radianos.

Fungdes seno, co-seno e
tangente: definigdo; variacio
(estudo no circulo
trigonométrico); valores em
/6, m/4 ¢ /3 radianos.

RelagGes entre as fungdes

circulares de o, e de —’2"'— -0,

—§—+a,n—a.n+ae—a.

Expressio geral das
amplitudes dos dngulos com
0 MESmMOo Seno, Co-5eno ou
tangente. Equagdes
trigonométricas elementares.

Embora se refiram estes valores por se considerar que € importante
que o aluno conhega alguns valores exactos das fungdes
trigonométricas, nomeadamente para que mais tarde possa confirmar
pontos do tragado de grificos de fungdes trigonométricas, ndo devem os
alunos trabalhar preferencialmente com eles pois possuem uma
calculadora.

Devem aperceber-se da diferenga em trabalhar por exemplo com sen/
em graus e radianos de modo a ter sempre bem presente em que modo
esld a calculadora e interpretar convenientemente os resultados.

Depois de compreendidas as relagGes referidas por observagio do
circulo trigonométrico tornam-se desnecessirios exercicios repetitivos de
puras técnicas de cilculo e rotina.

E importante que os alunos verifiquem que se mantém as relagbes:

2 2 senx
sen " Xx+cos x=1; rgx=—— e I+rgzx= 3
05X cos“x
¢ as usem na determinagdo de uma fungfio trigonométrica, conhecida
outra,

As equagdes trigonométricas a resolver devem ser simples do tipo
sen {kx) = sen @, cos( kx+a) = cos a, tg (kx) = 1g

Nio é de excluir uma breve referéncia aos seno e co-seno como
fungdes reais de varidvel real e aos grificos destas fungdes
trigonométricas.



»Tema | - Geometria no Plano e no Espago Il

indicages etodologicas

»  Expressio geral das
amplitudes dos dngulos com
0 MESmo Seno , Co-Seno ou
tangente. EquagGes
trigonométricas elementares.

e Produto escalar de dois

vectores no plano e no A partir da equagiio vectorial o aluno pode chegar facilmente is
espago: . equagdes cartesianas da recta.

- Definigdo e propriedades.

- Expressio do produio

O ensino deve dedicar a maior énfase i andlise e interpretagio de
figuras quer planas quer tridimensionais pois o aluno para resolver
problemas da vida corrente ou relacionados com dreas da engenharia,
arquitectura,... precisa de usar intuigfio e raciocinios geométricos.

escalar nas coordenadas dos
vectores em referencial
ortonormado.

- Angulo de duas rectas;

inclinagio de uma recta; O professor deve assegurar que neste estudo da Geometria o aluno
declive como tangente da niio se limite unicamente 3 “manipulaciio” de condigbes desligadas
inclinagio no caso da equagdo | sjtuacfes concretas e sem as interpretar. Deve procurar que a
reduzida da recta no plano. aprendizagem dos novos conceitos a a ligada 2 resolucéio de

- Perpendicularidade de

problemas como prolongamento da geometria estudada no ano anterior

(agora o aluno poderii justificar propriedades das figuras usando as suas
[eprese fes em coordenadas

vectores e de rectas.

- Aplicag@io do produto escalar
a dedugio da férmula do
desenvolvimento de

cos(x-y)

= Conjuntos definidos por
condigdes.

¢ Breve referéncia i equacio
cartesiana do planc definido
por um ponto € o vector
normal.

« Intersecgiio de planos;
interpretagiio geométrica;
resoluciio de sistemas.

»  EquagBes cartesianas da recta
NO €Spago.

» Paralelismoe
perpendicularidade de rectas e
planos (interpretaciio
vectorial).

(*) Programagiio linear - breve
introducio.
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Tema ll - Introdugao ao Calculo Diferencial | - Funges racionais e com radicais. Taxa de variagdo /

lDenvada (36 aulas) -

Com o estudo numérico e grai" co de novas fungoes racionais e envolvendo radicais - dpllcam -5€ 0S )
conhecimentos do 10° ano relativos a fungdes. Tal como no 10° ano privilegiam-se fungdes que relacionam
varidveis com significado concreto. As operagdes com fungdes sdo abordadas neste Tema. Serdo estudadas |
fungdes inversas e fungdes compostas. E introduzida a nogiio de taxa média de variagio e taxa de

| variacio/derivada recorrendo a um uso informal da nogio de limite.

— ——— — -

[ Pré- -Requisitos:
[ Os alunos devem conhecer a f'ungao aﬁm ea fungao definida por ﬂ x) = k/x, com k>0 e x>0. Todo o Tema |

-

Indicagdes Metodolégicas

= Estudo intuitivo tanto a

partir de um grifico
particular, como usando
calculadora grifica de
propriedades das funcdes e
dos seus grificos (dominio,
contrademinio, pontos
notiveis, monotonia,
continuidade, extremos
(relativos e absolutos),
simetrias em relagiio ao eixo
dos YY e i origem,
assimptotas, limites nos
ramos infinitos) e anilise dos
efeitos das mudangas de
pariimetros nos grificos das
fungées (considerando a
variagio para cada para cada
pariimeltro separadamente)
para as seguintes funcgdes;

i) fungdes racionais definidas

b
+
por f{x)=a p——

ii) fum;oes defi mdus por dois
ou mais ramos (cujo dominio
€ um intervalo ou uniiio de
intervalos).

Uso da calculadora para uma
aproximagio experimental da
nocio de limite, de -co € +oo,
Referéncia i hipérbole,
informagio das suas
principais propriedades e da
sua importdncia histérica.
Operagdes com fungoes
(soma, diferenca, produto,
quociente, composi¢io) num
contexto do estudo de fungdes
racionais envolvendo
polindmios do 2° e 3° grau,
Resolugiio de problemas
envolvendo as fungdes
anlteriores e as estudadas em
anos anteriores, tanto sob os
aspectos analiticos como
numeéricos e graficos.

N

Valem aqui indicagtes metodolégicas semelhantes is dadas para o
Tema II - Fungdes e Grificos do 10° ano, pelo que niio serdo repetidas.

No estudo das propriedades das fungbes os alunos devem ser
obrigados a utilizar uma linguagem cada vez mais precisa.

A nogiie de limite deve ser utilizada de forma intuitiva (incluindo a
de limite lateral esquerdo e direito); serd formalizada mais tarde. Neste
contexto devem ser introduzidos 0s simbolos +oo e -=o, devendo chamar-
se a atengdio para o facto de nfio serem niimeros reais, mas apenas
sfmbolos com um significado preciso.

Retomando os conhecimentos de polinémios, o aluno devera ser

2

capaz de transformar expressGes como = em x-—/+ ou
x+1 x+]7
x+3 2 . .
em I+ e observar que, do ponto de vista computacional,
x+/ x+1

normalmente se ganha em precisdo, pois se efectua um niimero mais
reduzido de operagdes. Por outro [ado esta simplificagio permite que se
estude o comportamento no infinito sem necessidade de recorrer ao
grifico. Os alunos devem usar este processo e o grifico para l4 chegar e
em seguida verificar pelo outro processo. Os alunos devem poder
concluir intuitivamente o limite no infinito de uma fungio racional.

As operagbes com fracgdes racionais sio abordadas em apoio das
operacdes com fungdes.

A resolugio de equagdes e inequagtes fracciondtias apenas deve
aparecer num contexto de resolugio de problemas, por exemplo. ligados
a0 estudo de grificos ou de modelagio matematica.



»Tema il - Introdugéo ao Célculo Diferencial | - FungGes racionais e com radicais. Taxa de
variagéo/Derivada

indicagdes Metodologicas

*  Nogio de taxa média de
variagfo: cdlculo da taxa
média de variagio. Nogao de
taxa de variagiio; obtencdo da
taxa de variag@o (valor para Para calcular derivadas de fungBes simples, nio € necessdrio invocar

que tr.:nde atm.v. quando a questdes especiais sobre limites, basta recorrer i nogdo intuitiva.
amplitude do intervalo tende

para zero) em casos simples.
Cilculo aproximado da taxa
de varlagio. Exemplos

concretos, e em particular, No caso da fungfo inversa os alunos devem analisar os casos em gque
envolvendo velocidades e serd possivel inverter uma fungdo (poderd ser introduzida a nogao de
aceleragdes. injectividade, apenas como nogio auxiliar} e devem constatar a relagdo

+ Interprelagiio geométrica da entre os grificos de uma fungdo e da sua inversa.
taxa de variagio; definigio de Serd necessdrio introduzir a nogiio de raiz indice n. Tal deverd ser
derivada (recorrendo i nogio feito de forma algébrica. S6 depois se falard na fungdo inversa da fung@o
intuitiva de limite). poténcia.

»  Constatagio, por argumentos Grau de dificuldade a ndo ultrapassar: x+3 , {x+4

geométricos, de que:

i) se a derivada é
positiva num intervalo
aberto a fungiio é crescente
e se a derivada € negativa
num intervalo aberto a
funcio é decrescente;

ii) se a fungiio é
derividvel num intervalo
aberto e se tem um
extremo relativo num
ponto entio a derivada €
nula nesse ponto (andlise

dos casos x> e Lxl).

+  Determinagiio da derivada em
casos simples (funcio afim,
fungdes polinomiais do 2° e
3° graw, fungio racional do 1°
grau, fungiio médulo)

¢ Resolucdo de problemas
envolvendo derivadas num
contexto de aplicagbes.

»  Operagdes com fungdes:
inversdo. Fungoes com
radicais quadraticos ou
ctibicos. Operagdes com
radicais quadriticos e cibicos
e com poténcias de expoente
fracciondrio. Simplificagdes
de expressoes com radicais
(ndo incluindo a
racionalizagiio)

= Uma aplicagdo das operagoes
com radicais: obtengio da
equacio da elipse a partir da
sua propriedade focal.
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Tema Il - Sucessdes - (20 aulas)

A resolugio de problemas permite chegar ao conceito de sucessio, aceder 4 compreensio de propriedades
importantes de sucessdes panticulares e particularmente viteis, bem como 3 necessidade e elaboragiio de
representagoes formalizadas. Este assunto permite também, com facilidade e vantagens, a utilizagio
intensiva de calculadoras. E permite exercicios de comunicaciio (pela fala e pela composiciio escrita). As
propriedades das progressGes e outras sucessdes definidas por recorréncia justificam a aprendizagem do
método de inducio matemdtica.

Pré-Requisitos:
|__Os estudantes precisam de_deter capacidades de cilculo elementares e devem dominar o conceito de fungio.

Desenvolvimento : Indicagdes Metodoldgicas

Intreduciio ao conceito de
sucessiio

A sucessiio real como fungiio
real de variavel nawral.
Sucessoes mondtonas.
Sucessdes limitadas

Casos panticulares das
progressdes aritméticas e
geométricas:

Termo geral, soma de n
lermos consecutivos.

Estudo intuitivo da sucessio

de termo geral [l +1J num
n

contexto de medelagio
malematica; primeira
defini¢do do mimero e.

As sucessBes devem aparecer como uma forma de organizar
possiveis resolucfes para situagdes problemiticas que sio
apresentadas, com base em aspectos da realidade (social) e em aspectos
do estudo das diversas ciéncias (Matemitica incluida). O estudo das
sucessdes pode e deve servir para evidenciar conexdes entre a
matemiitica e as outras disciplinas: a introdugiio do conceito de
sucessio e das suas propriedades pode ser feila introduzindo virios
problemas, de tipo geométrico tal como vém propostos no articulado
do actual programa. Outros exemplos sugestivos podem versar
assuntos diversos: da geometria —por exemplo, comprimento da
espiral construida a partir de quartos de circunferéncias; da economia —
por exemplo, problemas com empréstimos ou depésitos bancdrios com
juros sobre um capital constante (ou varidvel); da biologia — por
exemplo, calculo do mimero de elementos de uma populacio
considerado um determinado modo de reprodugiio de cada elemenito, ...

O estudo das sucessdes como fungdes de varidvel natural deve ser
feito 56 depois de terem sido construidos vdrios exemplos/modelos.
Mas a escrita de expressdes para os termos gerais das sucessdes deve
ser procurada como forma de representar as situages que se vio
descrevendo. Do mesmo modo se devem introduzir as nogdes de
termo, de ordem, ou até de razio, etc

O estudo da monotonia, minorantes, majorantes, etc deve ser feito
a medida que vio aparecendo como aspeclos a considerar durante a
resolugdo dos diferentes problemas. Do mesmo modo, devem ser
abordadas as propriedades de certas sucessdes (progressdes).

Estes problemas devem ainda servir para introduzir a defini¢fio por
recorréncia, para casos simples.

Os estudantes podem utilizar livremente a calculadora para procurar
responder aos problemas que Ihes sio propostos e devem procurar
formas proprias de organizagdo e expressio para a modelagio das
situacdes. O professor deve explorar o uso da calculadora e deve ajudar
a construir tabelas, a desenhar e a interpretar grificos. S6 depois de
serem experimentadas variadas redacgdes, devem ser introduzidas as
redacges simbélicas consagradas. As redacgdes simbélicas devem
entdo ser testadas com exercicios rapidos.



»Tema lil - Sucessoes

Indicacoes Metodoldgicas

Limites

*

Infinitamente grandes e
infinitamente pequenos.

Definigiio e resultados para
classificagilo por comparagiio
com sucessoes conhecidas.
Operagdes sobre infinitamente
grandes e infinitésimos.
Limites de sucessdes e
convergéncia.

Nogiio de limite real.
llustragiio de alguns resultados
que justifiquem a unicidade do
limite e sobre limites de
sucessoes convergentes
obtidas a partir de outras mais
simples igualmente
convergentes.

A convergéncia das sucessdes
monoGionas ¢ limitadas.
Exemplos de sucessdes

mondtonas nio convergentes.

Exemplos de sucessoes
limitadas ndio convergenies.
Resultados e determinagiio de
limites por comparagio de
sucessoes,

Problemas de limites com
progressdes .

Estudo de casos simples de
caos usando sucessdes
definidas por recorréncia

Depois de se terem introduzido as nogdes de sucessio como fungio
de varidvel natural, de ordem, de termo geral, etc. podem apresentar-se
exemplos de sucessoes definidas pelo seu termo geral e, wtilizando a
calculadora gréfica, através de cilculos e representagdes gréficas de
sequéncias de termos chegar aos conceitos de infinitamente grande, de
infinitamente pequeno, de limite de uma sucessdo. Cada definiciio deve
ser suportada por exemplos e contra-exemplos que esclarecam as ideias
imediatas e cormijam eventuais concepgdes alternativas e erradas. Deste
modo, os estudantes ganham confianga nos seus proprios saberes e
compreendem as novas aquisi¢des como complementares €
facilitadoras, aprofundamentos das suas competéncias para dar respostas
a situagdes cada vez mais complexas.

As definigdes sdo estabelecidas em linguagem corrente seguindo as
conclusdes a tirar de cada exemplo e contra-exemplo.

Apbs cada redacgiio em linguagem corrente deve ser estabelecida
uma redacgiio em simbologia matemética e devem entio ser aplicados
exercicios ripidos em que as definigdes simbdlicas sejam testadas.
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Tema I - Probabilidades e Combinatdria (36 aulas)

| Pré-Requisitos:
|_Nogdes clementares sobre conjuntos, Probabilidades do 3° Ciclo do Ensino Bisico. |

Desenvolvimento Indicacoes Metodoldgicas

Introduciio ao cilculo de
Probabilidades:

Experiéncia aleatdria;
conjunto de resultados;
acontecimento como
subconjunto.

Operagies sobre
aconlecimentos.
Acontecimento elementar;
aconlecimento certo,
impossivel; acontecimentos
contrario e incompativeis,
Lei dos grandes mimeros
Conceito frequencista de
probabilidade; Propriedades
Cilculo de probabilidades
pela Lei de Laplace

Distribuiciio de frequéncias
relativas e distribuicio de
probablhdades

Meédia, desvio padrio
Representagiio gréfica:
referéncia i curva de Gauss e a
caracteres que se distribuem
normalmente

Defini¢io axiomdtica de
Probabilidade (caso finito)
e propriedades elementares

Definigiio de probabilidade
condicionadz. e sua
verificagdo da axiomdtica das
probabilidades

As probabllldades fonecem conceitos e métodos para estudar casos de incerteza e pam mterprelar prevnsoes
baseadas na incerteza. Este estudo, que pode ser em grande parte experimental, fomece uma base conceptual
gque capacita para interpretar, de forma critica , toda a comunicagiio que utiliza a linguagem das
probabilidades, bem como a linguagem estatistica.

As técnicas de contagem que aqui aparecem como auxiliar do cdlculo de probabilidades constituem uma
aprendizagem significativa por si s6, especialmente se desenvolverem mais as capacidades do raciocinio
combinatério e as conexdes matemdticas e menos a aplicagiio das férmulas.

Considera-se ainda que o tema das Probabilidades constitui uma boa oportunidade para a introdugdio de uma
axiomdtica, uma das formas de organizar uma teoria matemdtica .

Finalmente, qualguer destes assuntos € bom para prosseguir objectivos de trabalho em aspectos da Histéria |
da Matemdtica.

e — ——— ——

Todo o trabalho deve iniciar-se pela realizaciio de experiéncias
aleatdrias ( frequéncias relativas e probabilidades). Os estudantes devem
ser levados a elaborar formas de registo "legiveis* para os resultados
das suas experiéncias que podem ser panilhadas em grupo. As
experiéncias e o estudo de situagdes (em panicular dos jogos) devem
ser aproveitadas para dinamizar discussoes de tipo cientifico, bem como
o trabalho cooperativo.

A axiomatica das Probabilidades pode ser obtida pela intuigio a
partir das concluses que se forem tirando das experiéncias e de outros
exemplos apresentados. A axiomiltica, por ser curta , permite alguns
exercicios de verificagio simples capazes de motivar a apropriacio da
utilidade deste tipo de abordagem matemitica.



»Tema | - Probabilidades e Combinatéria

Desenvolvimento Indicagdes Metodoldgicas '

No caso das contagens que sejam facilitados por raciocinios
combinatérios, os alunos devem comegar por contar os elementos um a
um, utilizando exemplos (desde os mais simples até aos complicados),
até que reconhegam a utilidade dos diagramas e depois das organizagdes
simplificadoras. Os exemplos de conjuntos para a contagem devem
surgir de situagdes problemiticas que Ihes forem sendo propostas.
Mesmo o triingulo de Pascal deve ser introduzido a partir de problemas.
Muitos problemas postos podem e devem resultar da andlise de jogos
conhecidos.

As propriedades devem ser acedidas por meio de raciocinios
combinatérios, mas nio deve ser desprezada a ideia de, caso seja
possivel, introduzir conexdes matemdticas - com métodos recursivos €
fazendo alguma demonstragfio por indugio matemadtica.

Combinatéria

»  Técnicas de contagem.

*  Permutages. Arranjos com e
sem repeti¢io.

«  Partes de um conjunto e
combinagGes sem repeticio;
propriedades. Tridngulo de
Pascal.

*  Bindmio de Newton.

Pascal, Tartaglia e Laplace sio exemplos "interessantes” para
realizar incursdes na historia dos conceitos matemdticos, na vida dos
matemdticos, nas ligagdes da Matemitica com outros ramos de saber e
actividade. Deve ser referido que muitos resultados de contagens ji
eram conhecidos anteriormente noutras civilizagbes (o tridngulo de
Pascal era conhecido na China virios séculos antes de Pascal)

Pretende-se que o aluno trate agora com rigor os conceitos
Aplicagies ao cdlculo de anteriormente estudados de forma primordialmente intuitiva.
Probabilidades
*  Acontecimentos
independentes.

(*) O problema das provas
repetidas e referéncia i lei
binomial de probabilidade
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Tema ll - Introdugao ao Calculo Diferencial il

(36 aulas)

Aqu1 530 estudados de forma mais ngorosa conceitos ja utilizados antes de forma intuitiva: limite,
continuidade e derivada,

O estudo das fun

Pré-Requisitos:

ngdes € ampliado com as fungGes exponencial e logaritmica.

__Tema Il - Fungdes e Grdficos do 10° ano. Tema II - Introdugdio ao Clculo Diferencial I do 11°ano.

Desenvolvimento ' Indicagoes Metodoldgicas

Fungdo exponencial de base
superior a um.

Crescimento exponencial.
Estudo das propriedades
analiticas e grificas da familia
de fungdes definida por

f(x)=a‘coma> .

Fungiio logarftmica de base
superior a um.,

Estudo das propriedades
analiticas e grificas da familia
de fungbes definida por
fix)=log,x coma> 1.

Regras operatdrias de
exponenciais e logaritmos,
Aplicagdes concretas de
exponenciais e logaritmos.
Limite de fungdio segundo
Heine. Propriedades
operatorias sobre limites
(informagiio); limites
notdveis (informacio).
Indeteriminagdes.
Assimptotas. Continuidade,
Teorema de Bolzano-Cauchy
(informagiio) e aplicagdes
numéricas.

Fungdes deriviveis. Regras de
derivagio (demonstragio da
regra da soma e do produto;
informacio das restantes
regras). Derivadas de fungdes
elementares (informagdo
baseada em intui¢io numérica
e grifica). Segunda definicdo
do mimero e, Teorema da
derivada da fungdo composta
(informacgiio).

Segundas derivadas e
concavidade (informagio
baseada em intuigdo
geomélrica).

As indeterminagdes sio referidas apenas para mostrar as limitagges
dos teoremas operatérios. Apenas se devem levantar as indeterminagdes
em casos simples. Dificuldade a ndo exceder:

3

. 5xt—2x+1 . e =1
lim ————; lim (»‘x +1- wc) lim
X=bten X +3 X=pto =1 v -]

Os alunos devem experimentar numérica e graficamente a relagiio
entre os [imites no infinito da exponencial, da poténcia e dos
logaritmos.

Derivada da fungo composta: grau de dificuldade a nio ultrapassar

Stax), fix+b), fixk)

Em todos os teoremas se deve analisar a necessidade das condigdes
do enunciado através de contra-exemplos.

Deve ser adoptada a definigio: f € derivivel quando a derivada existe
(isto €, € um nimero real); limites infinitos ndo existem, +oo € -eo nio
devem nunca ser considerados como nimeros reais.

’

e ¢ 0 tinico nimero real tal que (e’r) =e"

1
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»Tema Il - Introdugdo ao Calculo Diferencial Ii

Indicagbes Metodoldgicas

*  Estudo de fungdes em casos Dificuldade a niio ullrapassar:

simples. Caxd] ‘
=242, f(x)==—/—m, flx}=—
J(x) fx)=—"" f(x} T logx

Os alunos poderdo realizar trabalhos individuais ou em grupo de
Histéria do Cilculo Diferencial referindo o trabalho de alguns
matematicos como Fermat, Newton, Leibniz, Berkeley, Anasticio da
Cunha, Bolzano, Cauchy, etc. Uma referéncia obrigatéria € a de José
Anasticio da Cunha; com esse pretexto referir um pouco de hist6ria da
Matemitica em Portugal desde o tempo dos descobrimentos até &
actualidade.

= Integraciio do estudo do
Cilculo Diferencial num
contexto histdrico.

Os problemas de optimizagiio devem ser escolhidos de uma forma a
que um aluno trabalhe de uma forma tdo completa quanto possivel a
+  Problemas de optimizagdo. modelagio. E uma boa oportunidade para discutir com os alunos o
processo de modelagio matematica e a sua importancia no mundo
actual.

(*) Demonstragio de alguns
teoremas'elemer.llares do (*) Os teoremas a demonstrar devem incluir: continuidade implica
cdlculo diferencial. limitagdio numa vizinhanga; continuidade e f(x ) # 0 implicam

permanéncia de sinal numa vizinhanga de x_; derivabilidade implica
continuidade; derivada da poténcia inteira e racional e do quociente.



12ANO

TEMA 11! - Trigonometria e Ndmeros Complexos

Com pretexto de responder a problemas de resolubilidade atgébrica amplia-se o conceito de ndmero. As

—d

(20 aules)

operagdes com nimeros complexos, nas formas algébrica e trigonométrica sio aproveitadas para apropriar
diferentes representacdes analiticas para dominios definidos geometricamente, bem como para apropriar
relagdes entre operacoes algébricas e transformagdes geomélricas. O estudante precisa dos conhecimentos de
Geometria Analitica , em geral, e da Trigonometria e R, e precisa de saber resolver equacdes e incquagdes
dos 1°e 2° praus.

r

| =

J
|
|

Desenvolvimento . Indicagoes Metodoldgicas

Funcoes seno, co-seno,
tangente.

Estudo intuitivo tanto a par-
tir de um gréfico particular,
como usando calculadora gra-
fica de: dominio, contrado-
minio, periodo, pontos noti-
veis, monotonia, continui-
dade, extremos (relativos e
absolutos), simetrias em rela-
¢do ao eixo dos YY e 2 ori-
gem, assimptotas, limites
nos ramos infinitos.

Estudo intuitivo de

. senx . .
lim . Calculo das deri-
x—=0 -

vadas do seno e co-seno.

Complexos

*)

Introdugio elementar de pro-
blemas de resolubilidade algé-
brica e do modo como se fo-
ram considerando novos ni-
meros. Apropriagiio de um
medo de desenvolvimento da
Matemiitica, através da evolu-
¢iio do conceito fundamental
de mimero. Experimentagio
da necessidade de {, i seme-
Thanca da aceitagiio da neces-
sidade dos mimeros negativos
e "partidos”.

Niimeros complexos.

O nimero i. O conjunio C
dos nlimeros complexos,

A forma algébrica dos com-
plexos. Operagdes com com-
plexos na forma algébrica.
Representaciio de complexos
na forma trigonométrica. Es-
crita de complexos nas duas
formas, passando de uma para
outra. Operagdes com com-
plexos na forima trigonomé-
trica. Interpretagdes
geométricas das operagdes.
Dominios planos e condigdes
em varidvel complexa.

Demonsiragiio de  proprieda-des de

Geometria usando nimeres comilems

As derivadas do seno e do co-seno devem ser obtidas a partir das
senx _
x T

férmulas do seno e do co-seno da soma e de que Tim
X0

A introdugio dos complexos deve ser ancorada em pequena
dbordagem histérica, do ponto de vista dos problemas/escolhos que
foram aparecendo no desenvolvimento dos estudos matemiticos. Os
estudantes podem realizar trabalhos sobre a extensdo do conceito de
niimero e sobre problemas de resolubilidade algébrica, quer do ponto de
vista histérico, quer do ponto de vista da sua experiéncia com
anteriores desenvolvimentos.

Serd interessante a referéncia i impossibilidade da extensio a C de
uma ordenagiio compativel com a adigio e a multiplicagfio.

As operagies com compiexos podem ser definidas na base da
manutengio das propriedades das operagdes e do quadrado de § ser -/. De
modo intuitivo deve ser introduzido o Izl, estendendo a nogio de valor
absoluto de um real (distincia de dois pontos no eixo, distincia de dois
pontos no plano cartesiano)

A passugem & forma trigonométrica pode ser feita com referéncia
a outros sistemas de coordenadas.

Devem ser exploradas a multiplicagGo por i e as diversas operagdes
ligadas a outras realidades matemiticas - vectores, operages com
vectores, transformagdes geométricas.

A resolugiio e a interpretagiio das solugdes de condigbes em z, devem
ajudar a compreender a utilidade dos diversos sisternas de representagiio
analitica.

K]



‘Tema Geral !

O tema "Légica e Raciocinio Matemdtico" aparece como "Tema Geral", lateralmente ao
corpo do programa, pois nio se pretende que constitua em si mesmo um contetido do
programa de ensino; contudo a sua abordagem ¢é indispensdvel para a formagio secunddria
em Matemitica. Os diversos itens deste tema sio obrigatoriamente tratados ao longo dos trés
anos. No corpo do programa so feitas algumas sugestdes para as oportunidades da
abordagem destes temas, mas cabe ao professor, consideradas a maturidade dos alunos e as
condigdes das turmas, decidir quando e onde deve fazer a abordagem proposta.

Logica e Raciocinio Matematico

mesmo estas niio podem deixar de ser rigorosas ou desprovidas de demonstragSes correctas, bem como nio
podem passar sem um minimo de linguagem simbdlica. Na aprendizagem da matemdtica elementar dos
ensinos bdsico e secunddrio sdo absolutamente necessdrias as demonstragées matemdticas, mas estas n&o
podem confundir-se com demonstragdes formalizadas (no sentido de dedugdes formais em teorias formais).
Neste capitulo, chama-se a atengfio para alguns assuntos que, nio constituindo em si mesmos contetidos do
programa, sio alguma da esséncia de muitos passos da aprendizagem de diversos assuntos e constituem
elementos que ajudam os estudantes a compreender demonstragdes e a racionalizar os desenvolvimentos
desta ou daquela teoria. Como se pode ver pelo corpo do programa, ndo se pretende que a matemdtica ou
matemiticas sejam introduzidas axiomaticamente, mas pretende-se que os estudantes fiquem com a ideia de
que as teorias matemdticas siio estruturadas dedutivamente. Defende-se que os conceitos fundamentais e as
suas propriedades bdsicas sejam motivados intuitivamente, mas defende-se que os alunos possam trabalh4-los |
até chegarem a {formulagdes mateméticas precisas, sem que, em algum momento, se confunda o grau de
precisdo de um conceito matemdtico com qualquer grau de "simbolizagio". Um conceito matemiltico pode
estar completa e rigorosamente compreendido expresso em lingua natural ou em linguagem matemitica
ordindria que é uma mistura de linguagem natural, simbologia légica e matemdtica. A escrita simbélica das
proposi¢des matemdticas hi-de aparecer, se possivel naturalmente, para efeitos de precisio, condensagio e

| economia, clareza de exposigio.

Desenvolvimento Indicagtes Metodologicas

¢  Nogdes de logica

*  Operagdes com condigdes e
operagdes com conjuntos.

¢ Implicagio formal e inclusio:
transitividade. Lei da

Todas as nogdes de ldgica e teoria de conjuntos devem ser
introduzidas & medida que viio sendo precisas ou recorrendo a exemplos
concretos de matéria usada: resolugio de equagdes e inequagdes,
propriedades dos médulos, propriedades das fungGes, axiomitica das
probabilidades.

. cl:)op versao. Muitos pequenos exemplos ligados ao trabalho com R e suas
rimeiras leis de De Morgan. edad ; los d larecimento de al
Quantificadores. proprieda f:s‘podem servir como exemplos de esclarecimento de alguma
operagio Iogica.
No que diz respeito aos métodos de demonstrago, eles devem ser
referidos 2 medida que vio sendo usados ou apds os alunos terem ji
*  Nogio de teorema: hipotese, utilizado os virios métodos em pequenas demonstragdes informais
tese e demonstragio. (mesmo para confirmar as suas resolugdes de problemas). Nio estio
sugeridos explicitamente no corpo do programa, mas todo o estudo da
»  Meétodos de demonstragiio: Geometria Analitica se baseia numa geometria sintética euclidiana,
método analitico, método semi-intuitiva, semi-dedutiva em que se procuram explorar intuigGes
sintético, método de redugio espaciais e habilidades dedutivas. O hibito de pensar correclamente, que
a0 absurdo, indugiio ¢ o que afinal estd em causa, deve ser acompanhado do hébito de

matemdtica. Contra-exemplos.  argumentar oralmente ou por escrito ¢, sempre que possivel, os alunos
devem realizar exercicios metodolégicos de descoberta de justificagdes
(que niio siio mais do que novos problemas, por vezes dentro de outros
problemas cuja resolugiio carece de ser comprovada). A indugiio
matemdtica, como método de demonstragiio, deve aparecer
individualizada como exemplo particular do raciocinio dedutivo (quer
para provar propriedades de sucessdes, quer para provar propriedades
combinatdrias, se houver tempo).



> |dgica e Raciocinio Malematico

Desenvolvimento Indicacdes Metodoldgicas

*  Reflexiio sobre as heuristicas A organizagfio da heuristica de Polya (de Guzmin, ou outra) para a
de Polya para a resolugiio de resolugo de problemas deve aparecer aos alunos apés a resolugiio de
problemas. vdrios problemas (abstractos, por exemplo com conjuntos, ou

envolvendo aplicagdes) e depois dos alunos discutirem os
procedimentos usados. Elas servirdo como pano de fundo
organizacional do pensamento para atacar os problemas, de modo a que
os alunos ndo esquegam qualquer fase importante. E importante que os
estudantes se apercebam da necessidade de um plano, e que, sem que
eles abandonem a criagio dos seus préprios estilos de organizacioe a
experiéncia jd existente, compreendam que o conhecimento destas
heuristicas vai permitir melhord-los. Estas organizagdes de pensamento
so lteis para todos os aspectos da vida e nfio s6 para a Matemdtica.

A introdugdio e o desenvolvimento destes temas ¢ facilitador do
"desenvolvimento da linguagem e do simbolismo para comunicar
ideias matemdticas" de modo que os alunos "reflictarm sobre, e
clarifiquemn, o seu pensamento matemdtico no que diz respeito as
nogdes e relagdes matematicas, formulem definigdes matemdticas e
exprimam generalizagGes descobertas através de investigagdes,
cxprimam as nogdes matemiiticas oralmente e por escrito, ... facam
perguntas de clarificagfo e de desenvolvimento relacionadas com
assuntos matemdlicos que leram ou ouviram falar e apreciem a
economia, o poder e a elegiincia da notagiio matemdtica bem como o
seu papel no desenvolvimento das ideias matemdlicas.” Estamos em
crer que estes temas, incluidos em experiéncias variadas, sio
facilitadores de aprendizagens que reforgam a capacidade de raciocinar
logicamente, pelas oportunidades de formular e testar conjecturas e
analisar contra-exemplos, de avaliar a validade de raciocinios e de

construir demonstragdes.
* O processo de modelagio Finalmente, quando for oportuno (as probabilidades e a estatistica
matematica. 530 temas € momentos apropriados na falta de outros momentos)

devem ser abordadas as diferencas entre raciocinio plausivel e
raciocinio demonstrativo, a0 mesmo tempo que se abordam os
diversos tipos de evidéncia cientifica. Estas abordagens constituem
bases seguras para criar um espirito critico construtivo capaz de
destringar a qualidade relativa de cada uma das informagdes que o aluno
recebe.

Deve ser discutido com os alunes o processo de modelagio
matemitica e a sua importincia no mundo actual. Esle tema deveri ser
abordado o mais tardar a propésito dos problemas de optimizagiio no
12° ano.



Para a elaboragdio deste novo programa de Matemdtica do Ensino Secunddrio, o
Departamento do Ensino Secundério nomeou uma Equipa Técnica que iniciou um processo
de andlise da situacio e discussdo com todos os interessados. Desse processo resultou a ne-
cessidade de complementar o texto do programa propriamente dito com outros textos que
dessem visibilidade & concepgiio e ideias que lhe serviram de base, bem como a esclarecer al-
guns aspectos metodolégicos que, por serem novos, podem levantar justificadas diividas e
podem e devem merecer variadas interpretagoes e diversas realizagdes na prética lectiva.

Os textos sdo apresentados pela ordem que se segue:

. { - Exemplos ilustrativos e bibliografia
. Il - Um possivel exemplo de calendarizagao
. 1 -"Normas Gerais" (Sebastido e Silva)

IV -Historial da construgdo do programa

O primeiro anexo pretende apresentar algumas possiveis concretizagdes préticas dos topi-
cos do programa que possam colocar mais problemas aos professores.

O segundo anexo apresenta uma possivel distribuigdo dos diversos t6picos por um total
previsivel de 92 horas de ensino em cada ano.

O terceiro recorda as "Normas Gerais" para o Ensino da Matemdtica do matemdtico e pe-
dagogo José Sebastido e Silva (1914-1972) que, apesar de terem sido escritas ha 30 anos,
permanecem actuais e devem constituir orientagio para a prética escolar.

O quarto anexo relata sucintamente o processo de elaboragio deste programa e explica al-
gumas das opgdes tomadas e as suas limitagdes, assim como clarifica virias questoes rela-
cionadas com a pritica lectiva (como o cumprimento do programa, o apoio pedagdgico
acrescido ou os temas facultativos).
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B ANEXO|
B Exemplos ilustrativos e referéncias bibliogréficas relativas aos temas a leccionar

Os exemplos e referéncias seguintes sdo meramente indicativos e de modo nenhum de
tratamento obrigatério; apenas pretendem ilustrar de uma forma concreta o indicado no
Programa e fornecer aos professores ideias que possam usar na sala de aula, ou que possam
servir de base ao desenvolvimento dos seus préprios materiais. E importante que os alunos
trabalhem também a Matemitica fora da sala de aula, pelo que algumas propostas poderio
ser aproveitadas também para trabalho em casa ou trabalho da Area-Escola.

Os exemplos e referéncias apresentados nio pretendem de modo algum cobrir exaustiva-
mente o programa. Também as referéncias bibliogrificas (de onde foram extraidos ou adap-
tados muitos dos exemplos) sdo meramente indicativas; a bibliografia existente é muitissimo
mais vasta e deverd servir de base ao trabalho do professor (sem esquecer naturalmente as
publicagdes de associagdes de professores e sociedades cientificas portuguesas e estrangei-
ras).

Além do mais, a exploragio que aqui é feita das referéncias bibliogrificas listadas no fim
nio € exaustiva, pelo que nos mesmos textos af citados poderiio ser encontrados outros
exemplos e propostas igualmente interessantes.

B Tema | - Geometria no plano e no espago |

* Resolugdo de problemas de Geometria Elementar.

Eis alguns exemplos que os professores podem apresentar aos alunos nesta primeira abordagem da
Geometria com a intengdo naiguns casos que o mesmo problema lhes sirva para introduzir novos conteddos.
Hi também intengio de mostrar ao aluno processos diferentes de resolver o mesmo problema.

Na resposta as questdes nio se pede que o aluno faga demonstragdes formais mas que justifique sempre
oralmente e por escrito apoiado nos seus conhecimentos de Geometria plana e na visualizagio do espago.

Observagbes gerais: Recomenda-se a leitura das revistas “Educacdo e Matemdtica™ n°26, pg. 23a 26 e n°
32, pg. 21 a 25, e do livro "Normas para o curriculo e a Avaliagdo em Matemdtica Escolar - Geometria a
partir de muiltiplas perspectivas” (ed. APM/IIE). Alguns dos exemplos referidos foram retirados da publicagdo
da A.P.M.E.P. “Classe de seconde: Un outil pour des changements” e de (Guzmdn, Colera, & Salvador,
1989). Ver ainda muitas ideias de exemplos e exploragdes no inovador livro {Cuoco, Mark, & Goldenberg,
1994} que liga a Geometria com outras dreas da matemdtica e da experiéncia do aluno, assint como nas outros
livros da mesma série "Connnected Geometry”.

Exemplo 1: Poliedros regulares.

O professor poderi comegar a unidade pelo estudo dos poliedros regulares, das suas regularidades e relagdes
acompanhando as actividades de notas histéricas sempre que for oportuno.

Poderi propor aos alunos uma actividade que Thes permita investigar e justificar o nimero de poliedros
regulares que existem. Esta actividade permitird ainda recordar as propriedades de alguns poligonos regulares.
O professor pode recorrer a modelos geométricos: pecas de pldstico que se encaixam (Polydron, por exemplo,
a venda no mercado), ou pegas em cartiio que o professor e os alunos podem fazer.

O professor pode também estudar relages entre poliedros — poliedros conjugados ou duais — e relagdes entre
volumes de poliedros.



Exemplo 2: Cortes num cubo.

Podem ser estudados os cortes planos no cubo e as secgdes determinadas por eles. Inicialmente os alunos
devem recorrer a modelos e sé depois passar ao desenho das secgdes em perspectiva. A justificagdo (recorrendo
a critérios e propriedades) deve surgir naturalmente do estudo com os modelos em didlogo com o professor e
com os colegas em trabalho de grupo. A procura de secgdes planas de sélidos deve limitar-se a casos simples.
A pritica com as figuras deve ter um papel central porque ela é decisiva para o conhecimento das nogdes
bdsicas da geometria euclidiana. Sem partir da axiomitica, os alunos podem e devem raciocinar e deduzir.

Exemplo 3: Mais Cortes num cubo.

Para responder as questdes seguintes utilize, para além do desenho de um cubo em perspectiva, um modelo
em cartio ou arestas que deve construir (recorra ainda a observagfio do paralelepipedo no qual se inscreve a sala
de aula).

A B

1. Cite virios planos aos quais perienga A. Cite planos que contenham a recta AB. H4 virios planos que
contenham A,BeC?

2. A face [ABGF] determina um plano. Explique porque este plano também se pode designar por (ABG).
Cite outras maneiras de designar o plano.

3. Os pontos E, H, A e B estio no mesmo plano? Qual a natureza do quadrildtero [EHBA] ?

4. Qual é a intersecgdio do plano (BGE) com o plano (ABD)?

5. Qual & a inersecgiio do plano (ACG) com as faces do cubo? .

6. Cite um plano paralelo ao plano (ABG). Construa a intersecgiio dos planos (ADG) e (CDE). E verdade que
os planos (BDH) e (ABF) tém somente o ponto B em comum? Justifique.

7. Cite rectas paralelas a DE. Cite rectas paralelas a CE. As rectas BD e EH sdo paralelas? Sdo secantes? E as
rectas CF e EG?

8. Em cada um dos casos seguintes diga se a recta e o plano silo paralelos ou secantes; se eles se
intersectarem defina com precisio o ponto de intersec¢iio:

. recta CE e plano (ABF);
. recta BE e plano (ADG);
. recta EH e plano (ADG);
. recta DH e plano (ACG).

9. Seja I o ponto médio do segmento {BC]. Construa em seguida a intersecgdo da recta El com o plano
(ABG). Construa a intersecgdo dos planos (DEl) e (ABG).

10. Utilizando duas cores represente os planos (BDH) € (AEG). Estes dois planos intersectam o plano (BCE)
segundo duas rectas. Faga uma figura representando no plano (BCE) o rectingulo [BCEF] e as duas rectas. Os
planos {(BDH) e (AEG) sio secantes ? Sdio paralelos ?

11. Indique duas rectas perpendiculares a AD. As rectas EC e AG siio perpendiculares?
12. As diagonais do cubo siio perpendiculares?
Observacbes: Esta actividade pode desenvolver-se em trabalho de pequenos grupos. Permite aplicar as regras de
base da projecgao cavaleira. O aluno deve familiarizar-se com o uso das formulacoes:
“Considere-se... ', “ Seja o plano ..."
O ahmo deve fazer uma ficha de sintese das propriedades (re Jencontradas na actividade:
-Um plano € definido por trés pontos néo colineares,
o também, por uma recta e um ponto que ndo the pertenca, ou ainda por duas rectas secantes.
-Uma recta estd contida num planoe se ...
-Uma recta é paralela a um plano se ...



W Regras da projec¢ao cavaleira

Para representar figuras do espaco o aluno deve utilizar as regras da projecgiio cavaleira:

** Rectas paralelas sio representadas por rectas paralelas;

** As linhas a cheio siio as que se véem directamente; os segmentos escondidos sio representados a ponteado
ou tracejado;

** Na face [AA'B'B] ¢ [CC'D'D] os elementos da figura sio representados em verdadeira grandeza pois as faces
encontram-se num plano frontal, na face [ABCD] e [BB'C"C] os dngulos sio deformados e as distincias
modificadas;

D c

A‘ = Bl

** Rectas concorrentes siio representadas por rectas concorrentes;
** Pontos colineares sio representados por pontos colineares;
** O ponto médie de um segmento de recta é representado pelo ponto médio do segmento desenhado.

Exemplo 4: Areas de circulos sem .

O triangulo [ABC] € rectingulo em A. Mostre que a drea sombreada € igual 2 drea do tridngulo. Pode entio
concluir que nem sempre aparece 7 para calcular dreas de figuras em que intervém circulos.

Exemplo 5: Figuras de Arquimedes.
Na figura de Arquimedes

demonstre que ao cortar por um plano paralelo s bases dos s6lidos como se indica, resulta que qualquer que
seja h

drea da secgdo no cilindro = drea da secgiio no cone + drea da secgio na semi-esfera.

(Se isto se passa para todas as sec¢des também se passa com os volumes)

Exemplo 6: Esculturas geométricas.

Muitas esculturas so construidas com elementos genuinamente geométricos; sio exemplo disso o "Cubo da
Ribeira" no Porto, e 0 "Monumento a auto-estrada" em Condeixa, Suponhamos que pretendemos planear um
monumento a Euclides com a forma de uma pirimide regular invertida, cuja base seja um quadrado e as outras
faces sejam tridngulos equiliteros em folha de metal, sendo posteriormente as faces soldadas e pintadas.
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Deseja-se que ela seja o maior possivel (maior drea ou maior volume), mas dispde-se unicamente de uma
folha de metal quadrangular com 6 m de lado.

Propdem-se dois métodos para a sua construgiio de modo que descubra o mais vantajoso.
Primeiro método:

Designe por a o lado do quadrado que forma a base da pirimide. Calcule de duas maneiras diferentes 0,0,
e deduza que:

6= a(l + \Ff);)
Segundo método:
Designe por a o lado do quadrado [ABCD]. Calcule de dois modos diferentes 0,0, e deduza que

- -

6=%(3+«/§)

Faga as duas construgdes.
Qual é o método melhor ?
Consegue encontrar um terceiro método ainda melhor ?

Obs.: Uma solugfo ficil de obter serd certamente esta:



Nio se pretende que o aluno obtenha o resultado éptimo.

Exemplo 7: Tetraedro e octaedro num cubo.
Considere o0 mesmo cubo do exemplo 3.

1 parte

Mostre que [BFDH] ¢ um tetraedro regular . Como sdo as suas faces?

a) Relacione o volume do tetraedro com o volume do cubo. Calcule o volume do tetraedro em fungiio da aresta
a do cubo.

b)Calcule o volume do tetraedro em fungiio de FB =b.

H

[as]

2° parte
Sejam T, J, K, M e N os centros das faces do cubo.
a) Prove que [TIKLMN] é um octaedro regular.

b) Seja  AB =a, calcule 7 em fungio de a.

¢) Mostre que o quadrilitero [JKLM] é um quadrado e que o plano (JKL) é o plano mediador de [TN] . Seja O
o ponto de intersecgdo de TN com o plano (JKL). Que representa O para o quadrado [JKLM] ?

d) Calcule o volume da pirimide [IJKLM].

e) Calcule o volume do octaedro regular e compare-o com o volume do cubo.

f) Compare o volume do octaedro com o volume do tetraedro referido na 1° parte deste exercicio.

Observagéo: Aqui procuram-se relagées entre volumes de figuras semelhantes. O professor pode recorrer &
relagdo entre a razdo de semelhanga e a razdo dos volumes entre figuras semelhantes no espaco para comparar
alguns volumes das propostas do exemplo ou de outros semelhantes. Terd para isso que fazer uma rdpida
extensdo dos conhecimentos do aluno sobre as semelhangas no plano. Estes jd conhecem as relagdes entre a
razdo dos perimetros ou a razio das dreas de figuras semelhantes e razéo de semelhanga. Este modo de proceder
tornard mais rdpida a resolugdo de certos exercicios e é um conhecimento itil em Sfuturas situacoes.



3 parte
Sendo W, X, Y, V, Q, Z tais que :

AW=GX=HY=DV= -C_Q =FZ= x, como escolher x para que {WXYVQZ] seja um octaedro
regular?

Calcule entiio a medida da sua aresta WX em fungio da medida da aresta do cubo.

Exemplo 8: Cortes num tetraedro.
{ABCD] é um tetraedro:

C
I. S é um ponto qualquer de [AB] e T um ponto de [AD], distintos dos vértices. Pretende-se construir a
intersecgio dos planos (STC) e (BCD).
a) Supde-se que ST e BD nilo sio paralelos.
» Mostre que os planos (STC) e (BCD) sio secanies.
« Qual é a natureza da sua intersecgiio?
« Como se pode determinar uma recta no espago? Indique pelo menos dois modos.
+ Cite um ponto da figura que pertenga 3 intersecgao.
» Mostre que ST e BD sio secanies.
Responda agora ao pedido formulado inicialmente.
b) E se ST e BD forem paralelas ?
Observagdo: as diferentes figuras podem ser simuladas com a ajuda de wn programa informdtico adequado. Por

exemplo, o programa GEOMETRIA DESCRITIVA permite visualizar a intersec¢éo dos planos (STC) e
(BCD) através da introducdo de comandos simples que definem os pontos através das suas coordenadas:



Este programa pode ser obtido através de: Vitor Teodoro, Faculdade de Ciéncias e Tecnologia, Universidade
Nova de Lisboa, 2825 Monte da Caparica). Estd também disponivel na Internet no enderego

http:/fwww.depgef.min-edu.pt/edutic/softw3.htm

2. M é um ponto de JAD], N é um ponto de [AC] e P um ponto de [BC]. Pretende-se determinar a
intersec¢iio do plano (MNP) com o tetraedro.
A

* Eis duas figuras. O que pensa delas 7
* Faga um plano de constru¢iio e realize-o.

Observagéo: Pretende-se que o aluno faca a construgdo da intersecgdo de dois planos recorrendo a um plano
auxiliar e construa a intersec¢do de uma recta e de um plano utilizando duas rectas.

3.M € um ponto de [AD], N um ponto de [AC} e P um ponto de [AB], distintos dos vértices do tetraedro.
Eis uma figura. Observe-a.



[}

A que questio responde?

Redija a demonstragio.

As rectas (MN) e (DC) intersectam-se em K. Que pode dizer dos pontosI,J, K ?
Observagao: Procura-se que o aluno saiba ler uma figura e redija uma demonstragéo.

Exemplo 9. Calculos em Geometria.

A resolugdo de problemas numéricos ligados ao cdlculo e comparagdo de distincias, dreas ¢ volumes em
configuragdes do plano ou do espago poderd constituir uma oportunidade de trabalhar com niimeros irracionais
ou valores aproximados recorrendo & calculadora. Por exemplo:

a) A medida da diagonal de um quadrado de lado 1 pode motivar o estudo da irracionalidade de V2 ... Outros
irracionais como & e & (nimero de ouro), que podem ser definidos geomelricamente, constituemn excelentes
temas de consulta para trabalhos individuais ou de grupo.

b) Problemas como a determinagiio do raio de uma bola conhecido o volume (por exemplo por imersdo em
dgua) ou da aresta de um cubo que tenha um volume dado devem ser resolvidos para mostrar a necessidade dos
irracionais como medidas de grandezas ou do cilculo de dreas de figuras planas ou das superficies laterais de
s6lidos, ou ainda no cilculo de volumes de sélidos.

c) Estes exercicios permitirdo trabalhar com valores exactos ou com valores aproximados recorrendo a
calculadora e introduzindo as poténcias de expoente fracciondrio. Podem ainda ser tratados problemas
geométricos para introduzir o enquadramento da soma e do produto. Um exemplo:

Considerar as figuras seguintes, compostas de circulos e quadrados,

AP
N NS

—i—» —(—> 4> 4—(—»>

i) Calcular, em cada caso, a drea da superficie assinalada em fungdo de (.

ii) Considerando que £ = 10 cm, a menos de | mm, e que 3,14 <& < 3,15, enquadrar, para cada caso, a drea da
parte assinalada.

d) Enquadramentos de nimeros de reais e propriedades das relagdes de ordem podem ser referidos no contexto
do estudo de fungdes. Quando se estudarem graficos a partir de férmulas que devem ser constituidos, de
preferéncia, por partes de rectas, de pardbolas, de hipérboles, de pardbola cibica devem ser utilizados os

exemplos V =§ nr {(volume, paribola cibica)e T = 1 (periodo de oscilagiio, pardbola).

Elipse.

Dada a circunferéncia de equagfio

3 2
X +y =r



uma elipse obtém-se transformando as coordenadas de modo que uma das coordenadas se mantenha invariante e
a outra sofra uma transformagio afim

X=x X=kx
Y=ky ou Y=y
Obtém-se
X3+(£)-=_.-3 ou (—)-(—) +¥i =7t
k k
ou ainda
X2+1;:-=r2 ou X.,-+Y2=I1
I's k-
ou ainda
X,-+—-Y-—,=l ou X-.. +£.,:=1
7y (kY " P

respectivamente. A figura ilustra o caso em que k > 1.

(CE :
N

Exemplo de uma propriedade dos tridngulos que pode ser demonstrada recomendo ao caiculo vectorial,

Considere o tridngulo [ABC] e sejam B*, C" e A” os pontos médios dos lados [AC], [AB]
e |BC], respectivamente,

a) Mostre que C' B’ = L B¢ eque [C'B’] e [BC] siio paralelos.
q 2

b) Os segmentos [BB°] e [CC’] intersectam-se em G. Seja F o simétrico de G em relagio a C* ¢ E o
simétrico de G em relagio a B”.

1° Mostre que os quadrildteros [AGBF)], [AGCE)] e [AFGE] sio paralelogramos.
2° Deduza que :

6’“5?3:6]: ; 6?%+(%=(—}E ; C_}E+(ﬁ==(_}—)A entiio por adigio destas igualdades
GA+GB+GE=T .
47
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3° Mostre que GA + 2 C‘j\' = 0 e deduza daf a posiciio dos trés pontos A, Ge A"
4 Mostre que AG = 3 AA".

Precise a posigiio de G sobre [AA'].

Ao ponto G chama-se o centro de gravidade ou centro de massa do triingulo.

» Exemplos de problemas resolvidos segundo varios processos:

Exemplo 1:
Considere o tridngulo [ABC] e sejam B*, C" ¢ A" os pontos médios dos lados [AC], [AB] e [BC],

respectivamente. Mostre que C' B’ = + BC e que [C'B”] e [BC] sio paralelos.

(Para resolver este exercicio o aluno pode seguir quatro processos:

1. Usar a semelhanga dos tridingulos.

2. Ser informado o Teorema de Thales e pedir que o aluno o aplique neste contexto.
3. Usar uma demonstragio com vectores.

4. Usar a férmula do ponto médio de um segmento de recta, usar a formula da distiincia e depois comparar 0s
declives.)

Exemplo 2:

[ABCD] ¢ um rectingulo tal que AB =2 AD. Seja O o centro de [ABCD], E o simétrico de A em
relagiio a D, F o simétrico de A em relagio a B.

Pretende-se mostrar que C é o ponto médio de [EF].

I? processo

Demonstrar que [DCFB] e [DBCE] siio paralelogramos.

Deduzir dai que E, C ¢ F sio colineares e que C ¢ o ponto médio de [EF].
2° processo

Mostrar que Kﬁ + KI: =2 A_(Z‘ e deduzir que C é ponto médio de [EF].
3° processo

Fazendo AD a unidade de comprimento, seja i =1 Eﬁ determinem-se as coordenadas dos pontos A, B, C,

D, E, F no referencial (A; ;'., j).
Seguidamente mostre-se que C € o ponto médio de [EF].



Exemplo 3: Movimento de um barco.

Duas pequenas lanchas ajudam um grande barco a deslocar-se. Uma delas puxa-o com uma forga de 200 N
enquanto que a outra o puxa com uma forga de 150 N.

N

A primeira toma uma direc¢iio que faz 25° como se assinala na figura. Que direcgdio deve tomar a outra para
que o barco saia paralelamente ao cais ?

B Tema |l - Fungoes e Graficos

Defini¢ao de fungao, grafico e representagdo grafica de uma fungéo

Uma introdugfo informal 3 nogdo de fungiio pode ser encontrada no §1 do Cap. IV - "Funges reais de varidvel
real" de (Silva, 1970). Consideragdes historicas podem ser encontradas em "Evolugdo Histérica do Conceito
de Fungdo: uma possivel periodizagio histérica" em (APM, 1994).

Estudo intuitivo tanto a partir de um grafico concreto como usando calculadora grafica de propriedades
das fungdes e dos seus graficos.

Uma introdugiio 4 discussio de grificos de fungGes aparece no Tema 13 de (Vizmanos & Anzola, 1994b) e no
Tema 6 de (Guzmin, Colera, Bas, Gaztelu, & Oliveira, 1994b). Um estudo da fungiio quadritica aparece no
tema 11 "Funciones cuadriticas” de (Guzmain, Colera, Bas, Gaztelu, & Oliveira, 1994a).

Exercicios sobre tragados de grificos e problemas concretos sio os 20, 21, 22, 25, 26a),b),c).d) do cap. IV de
(Silva, 1970).

Ver relatos de experiéncias em "Calculadoras Grdficas no Estudo das Fungdes do 10° ano: Relato de uma
experiéncia” em (APM, 1994) e "Uma experiéncia com calculadoras grificas" de Anténio Abrantes em
"Educagio e Matemdtica", n° 30, 1994,

Exemplo 1: Graficos em papel milimétrico.

Um capital de 40 contos € posto a render a uma taxa anual de x%. Os juros sio adicionados ao capital no fim
de cada ano. Seja C1(x) o capital disponivel ao fim de um ano e C2(x) o capital disponivel a0 fim de dois
anos.

a) Calcule C(5) e C2(5).

b) Indique uma expressio para C|(x) e para Ca(x).

¢) Esboce o gréfico de Cj(x) e C2(x) em papel milimétrico. Descreva o que observa.
d} Para que taxa de juro o capital acumulado ao fim do 2° ano seria de 50 contos?

Exemplo 2: Volta a Portugal.

O grifico seguinte, que apareceu nos jornais relativo a uma etapa da Volta a Portugal em Bicicleta, ilustra a
evolugio das altitudes ao longo do percurso da etapa.
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Indicar:

1) Que varifiveis estiio relacionadas por meio desta fungiio?

b) Qual o dominio da fungiio? E o contradominio?

c¢) Quais sfo os maximos? Qual a sua interpretagiio?

d) Quando cresce? Quando decresce?

¢) Em que intervalo(s) cresce mais a fungio? Em que intervalo(s) diminui mais? Como se observa isso no
grifico?

f} Em que intervalo(s) cresce mais depressa a fungiio? Em que intervalo(s) diminui mais depressa? Como se
observa isso no grifico?

2) A fungio € continua. Porqué? O que significaria ser descontinua?

h) Elabora um pequeno relatério onde se incluam as principais caracteristicas desta fungo.

Exemplo 3: Fungdes mondtonas.

E vantajoso usar também exemplos que ocorram noutras disciplinas. Pode ser pedido, por exemplo, a0 aluno
que:

) indique um exemplo (da Fisica ou de outra disciplina) de uma fungfio crescente.
b) idem para uma fungfo decrescente.
¢) idem para uma fungio ndo mondtona.

Exemplo 4: Escalas traigoeiras.

O aluno deve observar que o simples conhecimento da forma de um grifico nos dd uma informagao limitada
(eventualmente enganadora) do comportamento de uma fungiio,

a) Usando uma calculadera gréfica ou um computador, esbogar a fungiio definida por f(x) = x? no rectingulo de
visualizagio [-5,5]%[0,20].

b) Escolher um outro rectingulo de visualizagiio de modo que o esbogo do grifico de g(x) = 2x* seja
semelhante ao anterior (por exemplo, [-4,4]x[0,20] ou [-5,5]%[0,40] servem).

c) Idem para g(x) = \fu.2w? (por exemplo, [-7,71x[0,20] ou [-5,5]x[0,10] servem).

Resolugao de problemas envolvendo a expressao de uma varidvel em funco de outra, ou recorrendo a
uma representacao grafica.

Ver os problemas 1 a5, 7 a [2 ¢ 14 a 25 do Tema 14 de (Vizmanos & Anzola, 1994b), relativos a trabalho
com grificos e com aplicagdes de fungdes quadriticas. Ver ainda os capitulos 1 e 2 de (Fey & Heid, 1995)
onde se podem encontrar indmeros exemplos de exploragdes e da ligagiio deste capitulo com outras dreas da
Matemiitica.

Ver exercicios significativos nas Provas Especificas: prova de reserva 1993, Prova 47, questio 15.

Exemplo: Economia escolar.

Em muitas escolas, grupos de professores e alunos realizam actividades para angariar fundos. As receitas
obtidas dependem da qualidade da actividade, da publicidade, do prego assim como de outros factores. Se for p
o prego de cada item vendido, uma férmula tipica para as receitas obtidas é
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R(p) = -1000 p* + 7200 p

a) Investigue qual o prego ideal (para que as receitas sejam o maior possivel).

Observagao: E conveniente usar diferentes abordagens: papel milimétrico, tabela de valores, esboco grifico
com calculadora ou compuitador,...

b) Qual deverd ser o prego de cada item de modo que as receitas sejam de 10000?

<) Quando serdo as receitas nulas? Porqué?

d) Esboce diferentes representagiies do gréfico da fungiio R(p) com diferentes escalas para a varidvel p ou para a
varidvel R. Parece poder concluir-se coisas diferentes?

Reteréncia a parabola, as suas principais propriedades e & sua importancia histérica.

Uma sequéncia possivel: definiglio da pardbola como secgfio conica, da paribola como grifico da fungiio
quadratica e da pardbola como lugar geométrico; informagiio da equivaléncia das trés definigdes; referéncia i
propriedade reflectora da parabola e suas aplicagdes; referéncia a Arquimedes e ao uso dos espelhos
parabdlicos.

Equagdes e inequagdes do 22 grau; inequagdes com um madulo.

Esta parte pode ser tratada através de trabalhos priticos 1al como é feito em (Antibi, Barra, Glaymann, &
Malaval, 1991). Os trabalhos priticos "Tir a l'arc”, pg. 28, "Un probléme de train", pg. 40, "En économie”,
pg. 41, tratam temas aplicados, os trabalhos priticos "En Géométrie", pg. 38, "Dans l'espace”, pg. 41,
permitem fazer uma ligagio com a Geometria e o "Apergu du second degré i travers le temps", pg. 42,
fornece uma perspectiva histérica. Poderio ser usados também exemplos retirados do "Libro de Algebra” de
Pedro Nunes (existe ainda A venda na Imprensa Nacional em edigio da Academia das Ciéncias).

Exemplo 1: Tiro ao Arco.

Langa-se uma flecha para o céu, num instante que se toma para origem dos tempos. Durante o movimento a
altitude h(f) da flecha no instante ¢ € dada por h(r) = -5/2 + 20 t + 2 . Esta altitude é medida a partir do solo.
As unidades utilizadas sio segundos para o tempo e metros para a altitude.

Problema 1: A flecha atingird uma altura de 14,8 metros?

Problema 2: A flecha atingird uma altura de 27 metros?

Problema 3: Qual a altura mdxima que a flecha atingir4?
(Aqui basta observar que

. 2
h(t)= —5[(!—2) 5 ]

e concluir que o valor mdximo serd quando =2 e portanto h(f) =22 ).

Exemplo 2: Rectangulos.

Um rectingulo cujos lados sdo medidos em metros tem por drea 18 m2. Se diminuirmos os comprimentos
em 2 m ¢ se aumentarmos as larguras em 1 m, entio obtemos um quadrado. Calcular as dimensdes do
rectinguio. (Sugestiio: designar por x o comprimento, em metros, do lado do quadrado).

Exemplo 3: Trapézios.

No desenho seguinte as dimensdes sio dadas em centimetros.

D A
.|l‘|.

b4

'Il ) - K 450
c

A
nI"p
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Pretende-se conhecer a altura h do trapézio [ABCD] para que a sua drea seja de 10 cm?. Para isso:
a) exprimir o comprimento KB em fungao de h;

b) exprimir a drea de [ABCD] em fungio de h;

¢) calcular h; desenhar, em verdadeira grandeza, o(s) trapézio(s) solugao.

Exemplo 4: Investigagdo em tridngulos recténgulos.

Podem-se desenhar triingulos rectingulos cujos comprimentos (numa mesma unidade) sejam trés numeros
inteiros consecutivos? Quantos tridngulos desses havera?

Exemplo 5: No espago.

A pirimide [SABC] tem por base um triiingulo [ABC] equilétero; além do mais a recta SA € perpendicular ao
plano ABC, isto €, os tridingulos [SAB] e [SAC] sio rectingulos em A.

S

Em centimetros tem-se que AB=4e SA=2Méum ponto do segmento [AB] tal que AM =x com x
a variar entre 0 e 2. N € o ponto do segmento [SB] tal que MN//SA, Q € o ponto do segmento [AC] tal que
MQ//BC, P é o ponto do segmento [SC] tal que [MNPQ] seja um rectingulo.

a) com a ajuda do teorema de Thales (dar informagdo) no tridngulo [SAB], exprimir MN em fungiio de x ;
b) exprimir m em fungdio de x;

c) exprimir o comprimento m de uma diagonal do rectingulo [MNPQ] em funciio de x

d) calcular x para que se tenha I\ﬁ =Vs R

e} poderd ser N_Q =317

Exemplo 6: Um problema de comboios.

Um comboio de mercadorias, um comboio ripido, o Alfa, ¢ um comboio inter-regional, ronceiro, partem
respectivamente de Figueira da Foz, Lisboa e Aveiro em direcgiio a Coimbra, onde chegam todos trés as Bh
34m. Os comboios da Figueira da Foz e de Lisboa partem ao mesmo tempo, o de Aveiro parte meia hora
depois dos outros. Se 0 TGV (comboio de grande velocidade) cuja velocidade média é igual & soma das
velocidades dos trés comboios precedentes, fosse posto em circulagio nesta linha, demoraria hora e meia para
fazer o trajecto Figueira da Foz - Coimbra - Lisboa (se niio contarmos com a paragem em Coimbra). Hi 50
km entre Figueira da Foz e Coimbra, 75 entre Aveiro e Coimbra, e 250 entre Lisboa e Coimbra.

a) qual a velocidade média do TGV?

b) Seja v a velocidade média do comboio de mercadorias. Exprimir a velocidade média do Alfa em fungio de v

)

¢) Seja ¢ o tempo que o Alfa leva para chegar a Coimbrae xa velocidade do inter-regional. Provar que se tem:

1
x+6v=200 , vi=50 . _\{[—E) =75

d) Encontrar os valores de x, v e ! e calcular as horas de partida do comboio de mercadorias, do Alfaedo
inter-regional.

(problema extraido da revista "Jeux et Stratégie”)



Exemplo 7: Um problema de Pedro Nunes.

Dada a soma do lado com a diagonal, e dada a drea de um guadrado, cada uma dessas grandezas fica
determinada.

Fungdes polinomiais.

No Tema 15 - "Funciones polinomicas” de (Vizmanos & Anzola, 1994b) sio tratados polinémios do 3° e 4°
grau de um ponto de vista grifico e com algumas aplicagtes concrelas. Ver ainda o parigrafo "Calculadora:
representacién de funciones" na pg. 137, tema 7, de (Guzmin, et al., 1994b).

Exemplo: Volumes.

Com uma folha de cartolina de 30 por 21 centimetros deseja-se construir uma caixa sem tampa, para o qual se
cortaram nos cantos da folha de cartolina quatro quadrados iguais de lado x. Segundo o tamanho dos quadrados
cortados assim se obterdo diferentes caixas com diferentes volumes. Determinar como varia o volume da caixa
em fungiio de x. Representar graficamente a fungdo obtida ¢ determinar aproximadamente o valor maximo para
o volume.

Possibilidade da decomposigao de um polinémio em factores (informagao). Decomposicdo de um
polindmio em factores em casos simples, por divisdo dos polindmios e recorrendo a regra de Ruffini.
Justificagdo desta regra.

Uma sequéncia possivel: Informa-se que todos os polindmios se podem decompor como produto de
polinémios do 1° e 2° grau (pode-se referir o teorema fundamental da ilgebra); sendo esta decomposicio
sempre possivel, interessa saber como € que se pode efectuar na pritica (diferenga enire teorema de existéncia e
disponibilidade de um algoritmo); referéncia a virios métodos que permitem obter essa decomposigiio (pode
também ser referido o método dos coeficientes indeterminados, embora seja muito pouco pritico); divisio de
polinémios do 1° e 2° grau; dedugdo da regra de Ruffini (ver § 11 cap. IX de (Silva, 1970)). O estudo deste
assunto pode com vantagem ser integrado com o do precedente ou com o do seguinte.

Estudo grafico de inequagbes envolvendo polindmios com recurso a calculadora gréfica ou a partir de
uma decomposigdo em factores do polindmio.

Exempio 1

Resolver a inequagio 2¢4-5 3 - 15 x2 + 10 x+ 9 £ 0. Usando a calculadora grifica no rectiingulo de
visualizagio [-10,10]x[-10, 10], observam-se 4 zeros,

O grifico obtido € uma descrigio qualitativa satisfatéria, pois um polinémio do 4° grau niio pode ter mais de
4 zeros reais. Os zeros a, b, ¢ e d sdo aproximadamente iguais a -1,98 , -0,55, 1,03 e 3.9
respectivamente, pelo que o conjunto solugio é [a,b] w [c, d] .




Exemplo 2;

Tragando uma tabela de valores com intervalos de 0,5 para o polindémio anterior observa-se que nos pontos
-2,-0,5, 1 e 4 o polindmio toma sempre o valor 1. Qual o significado deste facto?

S RE “_ |k
ETT| 46500 1.000 | 1.000
-2.000 | 1.600 {€00 | -16.50
-1E00 | ~1z.75 z.000 | -39.00
-1.000 | -5.600 zEo0 | -E@7E
- €00 | 1000 3.000 | -E9.00
0000 | Bloog 3.E00 | -Eh00
Eo0 | 8.7E0 wood | 1060
B="2.9 N1 B284-5x¥"3-135..

(Resposta: que P(x)-1 iem quatro zeros em -2, -0,5 , | e 4. Como ¢ ainda um polinémio do 4° grau, estiio
encontradas todas as raizes. Observe-se que os zeros niio diferem de uma unidade...)

Exemplo 3:

Resolver a inequagio: x3 + 4 x2- 3 x - 2<0. Aqui pode ser observado que os zeros inteiros do polindémio
em questdo devem dividir 2 (¢ ficil provar este facto no caso geral). Experimentando, vé-se que | é raiz.

Dividindo, pela regra de Ruffini, obtém-se x3 +4 x2 -3 x -2=(x-1)32 + 5x + 2). O polinémio do
segundo grau tem raizes (-5-\(?:‘)/2 e (-5+‘J?i)/2, pelo que se pode resolver a inequagiio discutindo os sinais.

Obtém-se o conjunto solugiio J-eo , (-5-\‘ 21w [(-5+\J 17)/2, 1] . Pode-se verificar com a calculadora que
se obteve o resullado correcto (isto €, que ndo nos engandmos a escolher os intervalos ou a ordenar os zeros),

Observe-se que ter um valor aproximado -4,56 ¢ muito mais sugestivo do que o valor exacto (-S-NIFI)IZ.

Nota: Provemos que se p é um zero inteiro do polinémio de coeficientes inteiros ax™ + be™la L 4grx+
h entdo p deve dividir o coeficiente h. Se p é um zero do polindmio, entdo

ap"+bp™t 4+ L +gp+h=0
e assim
ap"+ bp™! 4 L +gp=-h

Pondo p em evidéncia no primeiro membro,
pap™l+bp™2 4. +g)=-h

e assim p, dividindo o primeiro membro, deve dividir o segundo.
Uma regra semelhante pode ser deduzida para os zeros racionais de polindmios de coeficientes inteiros.



Exemplo 4:

Resolver a inequagdio x> + 10 x2- 3 x - 2 0. Usando a calculadora gréfica no rectingulo de visvalizagio
[-10,10]x[-10,10], nio se observa nada de especial,

l

Escolhendo o rectingulo [-1,1]x[0,20] observa-se uma curva semelhante a uma pardbola que nio intersecta o
eixo dos XX,

L - -

Sabemos que ndio pode ser um grifico compieto pois todo o polinémio do 3° grau tem pelo menos uma raiz
real e assim intersecta o eixo dos XX pelo menos uma vez, Depois de algumas redugdes do grifico,
descobrimos um zero A préximo de -10,2. Assim o conjunto solugio serd apenas J-eo, AJ.

A=-10.23404 Y=i) l




Estudo de transformagdes simples de fungdes(tanto usando papel e lépis como calcutadora grafica).

Ver exercicios significativos em virias Provas de Aferi¢io e nas seguintes Provas Especificas: época normal
1994, Prova 47, questio 8, prova de reserva 1994, Prova 47, questio 9. Ver exemplos desenvolvidos nos
quatro primeiros capitulos de (Fey & Heid, 1995).

Exemplo 1:

Dado o grifico de y = f(x), obter o grifico de
y=f2x)-3
seleccionando uma das cinco curvas e colocando-a no sistema coordenado.

Exemplo 2:
Considere as cinco fungdes definidas pelas expressoes dadas e os seis grificos que se seguem. Associe cada
fungiio com o grifico que melhor se adequa. Explicar o raciocinio realizado para cada escolha.

f()=2x"-8x-5 gx)=2x"-8x+3 h(x)=05r"-2v+3

j)=2x-5 Kk(x)=-05x"-2x+3

SN -




Exempio 3:

Os grificos de quatro fungdes quadrdticas so mostrados a seguir. Identifique cada um deles com as fungGes
definidas pela expressoes da lista dada.

flo=04x2+3x-7
glv)=-04x2-3x+7
h(x)=xt+3x-7

jxy=-2x¥+5

Resolugéo de problemas concretos envolvendo fungdes polinomiais.

Este assunto pode ir sendo integrado com os anteriores. Referéncias bibliogrificas anteriores jd contém
assuntos interessantes que podem ser utilizados aqui.

Exemplo: Um problema de Pedro Nunes.
No seu "Libro de Algebra”, Pedro Nunes resolve problemas com polinémios do 3° grau, reduzindo-os por
divisdo a polindmios do 2° grau. Por exemplo, reduz uma equagiio do tipo

X=ax+ @)

Prl=ax+a
e depois divide por um factor adequado. Descobrir esse factor. Resolver a equaciio resultante, Concluir as
solugdes da equagfo inicial.
Outras equacdes do mesmo tipo que aparecem no "Libro de Algebra™:

M=ax+(22-29)

X3 =ax+ (na-n%)

Yr@l)=ax

Ver exercicios significativos nas Provas Especificas: época normal 1994, Prova 47, questio 14. Ver uma
perspectiva histérica em "Um quadrado e dez das suas raizes...", Paulo Alvega, Educagiio e Matemitica, n® 32,
1994,

(*)  Estudo intuitivo de curvas que se ajustem a um conjunto de pontos dados.

Ver § | a5 do cap. 7 - "Interpolacion” de (Vizmanos & Anzola, 1994a). Ver outro tratamento no Tema 10 de
(Guzmin & Colera, 1989b).



B Tema ili - Estatistica
Média.

Ver "0 esquecimento do Dr Forget" em (Costa & Graga, 1993), pg. 13.

Discussao das limitagoes destes parametros estatisticos

Ver "Estatistica, Compromissos e Sociedade” em (Paulos, 1988), pg. 139.

Ver "Mentir com a Estatistica® e "0 enganador termo médio™ no texto "Probabilidades e Estatistica”, pg. 285-
293 de (APM, 1992).

Representacdo "Caule-e-folhas”.

Num teste realizado a 50 estudantes obtiveram-se as seguintes classificagbes:

75,98,42,75,84,87,65,59,63,86,78,37,99,66,90,79,80,89,68,57,95,55,79,88,76,60,
77,49.,92,83,71,78,53,81,77,58,93,85,70,62,80,74,69,90,62,84,64,73,48,72.

A representagiio "caule-e-folhas" facilita o cilculo da mediana e reflecte a forma da disiribuigdo da populagio
subjacente aos dados observados.

caule caule e I? observagio caule e folhas

3 3|7 3|7

4 4 41289

5 5 5135789

6 6 6]022345689

7 7 7101234556778899

8 8 800134456789

9 9 910023589

Sobre este tema consultar (Martins, 1990).
— e A — 2o o s )

112ANO

— — e - — - - — —]

W Tema | - Geometria no plano e no espaco i
Problemas de Geometria no Espago

Exemplo i; O cuboctaedro.

O cuboctaedro é um sélido cujos vértices sio os pontos médios das arestas de um cubo.
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1. Como resultou este sélido do cubo em que estd inscrito?

2. Compare o volume do cuboctaedro com o do cubo ?

3. Quantos vértices e quantas faces tem este salido 7

4. Mostre que umas faces sio quadrados enquanto outras sdo tridngulos equilteros.

5. Mostre que os centros de gravidade das faces triangulares sio vértices de um cubo.

Obs.. Escolhendo um referencial conveniente o aluno facilmente resolverd o problema proposto.

Exemplo 2; Tridngulos num cubo.

a) Mostre que a diagonal do cubo € perpendicular aos trifingulos [AHF] e [GBD] nos seus centros I e J.

b) prove ainda que El = 1J = JCe que o centro do cubo € o ponto médio de [1]].

(Observagdo: o professor deve procurar escolher exercicios gue facilitem a visualizagdo e a percepgio do
espaco. O aluno deve registar as propriedades mais importantes que for encontrando.)

Equagdes de planos

Uma possivel sequéncia: O aluno deve ficar a compreender que uma equagio do tipo ax+by+cz+d = 0 repre-

—_
senta uma equagdo de um plano se (a,b,c) sfio as coordenadas de um vector n  que lhe seja perpendicular. Na
verdade, sendo conhecidas as coordenadas de um ponto A(o,, B, ¥) do plano e sendo P(x, ¥, Z) um ponto gené-
rico do plano, tem-se

A_b 5 _n) =0,
ou seja,
a(x - a)+b(y - Pl+c(z-P =0
ou ainda
ax + by + ez =ac + bp + ¢y
ou ainda

ar +by +cz =d

O aluno reflectird entdio nos vérios casos de intersecgio de dois planos e estudari os casos em que a conjungio
das condigbes

av+by+cz+d=0 e ex+fy+gz+h=0

representa uma recta.



(} Programagdo linear.

Ver um tratamento do tema em (Silva, 1975), pg. 71-76. Ver outro tratamento no Tema 5 de (Guzman &
Colera, 1989b).Ver um exemplo em "A produgdo de sabonetes" in (Costa & Graga, 1993), pg. 62.

M Tema |l - Introducéo ao Calculo Diferencial |

Estudo intuitivo tanto a partir de um grafico concreto como usando calculadora gréfica de propriedades
das fungdes e dos seus graficos

Ver pg. 138-140 do tema 7 de (Guzmin, et al., 1994b). Ver ainda o capitulo 6 de (Fey & Heid, 1995) onde se
podem encontrar virios exemplos de exploragdes e da ligagio deste capitulo com outras dreas da Matemitica.

Exemplo: Janelas.

As janelas de forma rectangular de um edificio de escritrios devem ter 2 m? de drea. Usando uma tabela de
valores, mostre como varia a altura das janelas segundo o tamanho da base. Designe por x a base e y a altura
e escreva a expressio da fungdio referida. Represente-a graficamente e indique qual o seu domninio.

Uso da calculadora para uma aproximagao experimental da nogdo de limite, de - oo +oo

O estudo deste tema pode com vantagem ser integrado no anterior. Ao tragar uma tabela de valores de uma
fungfio ou o seu grifico, pode-se aproveitar para conjecturar qual o limite em pontos onde valha a pena ter
essa discussao.

O simbolo + = pode ser definido como representando uma tendéncia para nimeros tdo grandes quanto se
queira. Como dizia José Anastdcio da Cunha, trata-se de uma varidvel e ndo de um nimero, pelo que nio €
legitimo fazer cdlculos com ele; a discussio da recta acabada que permite fazer alguns cdlculos explicitos poe
mais problemas do que os que resolve pelo que nio ¢ nada aconselhdvel o seu estudo (cada vez se utiliza mais
oo em vez de + oo pois a representagio separada de = come "infinito sem sinal determinado” tem caido em
desuso por ser pouco \itil e geradora de confusdes). Sobre José Anasticio da Cunha consultar (Ferraz,
Rodrigues, & Saraiva, 1990)

Referéncia a hipérbole, informago das suas principais propriedades e da sua importancia histdrica.
Uma sequéncia possivel: Uma hipérbole é a curva gréfica da fungiio definida por f(x) = a + ?\%ﬂ' uma
hipérbole ¢ ainda um certo lugar geométrico que se descreveri; € ainda uma secciio conica; trata-se de defi-
nigdes equivalentes (informar). Referéncia a utilizagdes actuais da hipérbole (centrais nucleares, cone de som
de um aviio,...)

Resolug#o de problemas envolvendo as fungdes anteriores e as estudadas em anos anteriores, tanto
sob 0s aspectos analiticos como numéricos e graficos.
Ver um exemplo em "Curva de aprendizagem de Thurstone" in (Madureira, 1993), pg. 19.

Exemplo 1:

Para um movimento uniforme, e = v t. Sendo v o limite de velocidade nas auto-estradas portuguesas, €
partindo do principio que todos viio & velocidade mixima, estimar os diferentes valores (numérica e
graficamente) para o espago percorrido ao fim de duas horas para diferentes valores de v (tanto numérica como
graficamente); fazer o mesmo para a variagio do tempo gasto num percurso de 210 km (Lisboa - Coimbra por
exemplo).

Exemplo 2:

Se k pessoas j4 estiio inscritas para uma viagem cujo prego € de V escudos, x pessoas suplementares fazem
com que o prego por pessoa diminua para P(x) = V/(k+x). Determine x de modo que P seja inferior a um dado
limiar L. Discuta as diversas possibilidades.

Ver exercicios significativos nas Provas Especificas: época normal 1993, Prova 47, questdo 14, prova de
reserva 1993, Prova 47, questdo 7.
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Nogéo de taxa média de variagao; calculo da taxa média de variaggo. .

A taxa média de variagiio no intervalo [a , a+h] da fungdo definida por f(x) = m x + b é dada por
fla+h)— f(a)  (m(a+h)+b)—(ma+b)
h N h
_mh
“h

=m

Quando a amplitude do intervalo tende para zero a taxa média de variagio, sendo constante, niio variard, pelo
que a taxa de variagio € igual 4 taxa média de variagio. Curiosamente ¢ o declive da recta grifico da fungiio
afim.

Um raciocinio semelhante pode ser usado para determinar taxas de variagiio de fungdes quadriticas e cubicas.
Para a fungio definida por f(x) = \f(k;x)

k k
fla+t)=f(@) _a+h q
h h

ak—k(a+h)

a(a+ hh

kh

- a(a+ hh
kK

ala+h)

Quando a amplitude do intervalo tende para zero a+h aproxima-se de a e assim a taxa média de variagio
aproxima-se de

pelo que a taxa de variagiio € igual a este valor. Observa-se que quando a ficar préximo de zero, o valor da taxa
de variagfio toma valores a tender para - =; e efectivamente o declive da recta secante que passa pelos pontos
do grdfico com abcissa a e a+h é cada vez maior, em valor absoluto. Quando a for igual a zero a recta secante
aproxima-se de uma recta vertical (que usualmente se diz néo ter declive).

No cilculo da taxa média de variagiio e no célculo aproximado da taxa de variagiio podem ser usados pelos
alunos trabalhos jd realizados nas aulas de Fisica (ver, por exemplo, o trabalho pritico 2 da Unidade 2 de
(Fiolhais, Valadares, Silva, & Teodoro, 1994)).

Ver também o tema 10 de (Guzman, et al., 1994b).

Interpretacéo geométrica da taxa de variagdo.
Definigdo de derivada (recorrendo & nogao intuitiva de fimite).

Ver § | e exercicio 2 do cap. VIII - "Derivadas” de (Silva, 1970). Ver tema 10 de (Guzmadn, et al., 1994b).

Constatagdo, por argumentos geométricos, de que:

i) se a derivada € positiva num intervalo aberto a fungio € crescente e se a derivada é negativa num intervalo
a fungdo € decrescente;

ii} se a fungdo é derivdvel num intervalo aberto e se tem wm extremo relativo mun potto entdio a derivada ¢
nula nesse ponto (andlise dos casos x3 e |x1).

Uma sequéncia possivel: i) Se a derivada € positiva num intervalo, o declive da recta tangente tem sempre
uma certa orientagiio pelo que a fungfio tem de ser crescente. ii) Se a derivada fosse positiva nalgum intervalo
contendo o ponto, seria crescente, se fosse negativa seria decrescente; é 6bvio, geometricamente, que a
derivada ndo pode variar de sinal de forma irregular, pelo que sé pode ser nula no ponto considerado.
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Ver exercicios significativos nas Provas Especificas: época normal 1993, Prova 47, questdo 2, época especial
1993, Prova 47, questiio 4, época especial 1994, Prova 47, questio 4.

Determinacgdo da derivada em casos simples
(fungdo afim, fungbes polinomiais do 22 e 3? grau, funcéo racional do 1° grau, fungéo médulo)

Trata-se de continuar a discussiio ji tida com as taxas de varingio. Aqui pode-se concluir a determinagio das
férmulas para as derivadasftaxas de variagiio das fungdes referidas.

Resolugdo de problemas envolvendo derivadas num contexto de aplicagdes.

Ver tema 10 de (Guzmin, et al., 1994b). Ver o exemplo "Curva de aprendizagem de Thursione", pg. 19, em
(Madureira, 1993), o exemplo "Uma caleira e uma nora" em (Costa & Graga, 1993), pg. 56, e vdrios
exemplos em (Boltiansky, 1983).

Exemplo 1:

O custo C (em contos) de construir um apartamento com A metros quadrados de drea € dado pela fungio C =
f(A). Qual a interpretagdio pritica de f'(A) 7 E de (120) 7 (Resposta: Hi duas interpretagdes interessantes: a
mais simples é que '(A) mede a velocidade de crescimento do custo com o aumento da drea do apartamento.
Mas, recorrendo a interpretagiio geométrica da derivada e ao facto de a tangente ser muito préxima do gréfico
da funcdo para valores pequenos, pode também dizer-se que o custo do apartamento aumenta f'(A) contos por
cada metro quadrado de aumento da drea do apartamento, para valores proximos de A)

Exemplo 2:

Em economia, a "utilidade total” refere-se i satisfacio total do consumo de um determinado bem. Eis uma
citagdo do famoso livro de Economia de Paul Samuelson, Prémio Nobel da Economia em 1970:

"A medida que se consome mais do mesmo bem, a utilidade (psicoldgica) total aumenta. Contudo,..., com
novas unidades sucessivas do mesmo bem, a sua utilidade total crescerd a uma taxa cada vez mais lenta devido
a uma tendéncia fundamental da capacidade psicolégica de as pessoas se tornarem menos entusiastas ao
apreciarem mais do mesmo bem."

{a) Esbogar a utilidade 1otal como fungfio do nimero de unidades consideradas;

{b} Em termos de derivadas, o que é Samuelson nos diz?

Nolas:

O uso de problemas envolvendo o conceito fisico de velocidade deve tanto quanto possivel usar a mesma
terminologia que os alunos aprendem na disciplina de Fisica. Uma designagio como "velocidade algébrica" é
inaceilivel do ponto de vista fisico. O Professor Doutor Jorge Valadares afirma:

«[Na aula de matemtica devem ser usadas com frequéncia) ... fungdes "fisicas”, por exemplo:

» posigiio numa trajectéria rectilinea, em fungdo do tempo x = f(r), em que a taxa média de variagdo nos dd a
componente ou coordenada da velocidade média na trajectéria (cuidado que a velocidade média € um vector, e
dai eu falar em componente, reparem que a taxa média poder ser negativa se o carro estiver a andar no sentido
negativo da trajectéria e ndo hd vectores negativos) e a faxa instantdnea nos dd a componente ou coordenada da
velocidade (ndc a medida, valor ou médulo, pela mesma razio).

» distincia percorrida sobre uma trajectdria em fungdo do tempo, 5 = s(f) onde s (ao contririo de x no caso
anterior) cresce sempre, em que a taxa média de variagdo nos dd a rapidez média (sempre positiva ou nula,
porque a fungiio nunca decresce, chama-se nas recomendagdes intemacionais average speed, niio confundir com
o average velocity) e a taxa instantdnea nos di a rapidez instantdnea ou valor ou médulo ovw medida da
velocidade instantdnea (positiva ou nula como todo 0 médulo).

Até poderd constituir um bom pretexto para comparar uma fungdo que cresce ou decresce ou mantém-se
constante (coordenada x a variar no tempo) com uma fungio que nunca decresce (distdncia 5 percorrida a variar
no tempe, nio hd distancias percorridas negativas, os conta quilémetros marcam sempre mais!). As letras até
convém que variem, Umas vezes s, outras vezes d, umas vezes x outras vezes y, se é uma queda de um grave é
preferivel o y.»

A modelagdio matematica pode ser trabalhada usando ferramentas informdticas. Uma das que estd disponivel
em poriugués é o programa MODELUS. Por exemplo, para mostrar como varia a velocidade de um objecto
que se desloca ao longo de uma trajectéria parabélica é possivel observar uma recta tangente a deslocar-se
sobre a trajectéria a0 mesmo tempo que é tragado o grifico representativo do declive da tangente:
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comparar 3 derivads com o
declive dz tangente em

\ cada ponto..

vy

derivada da fun¢do em ordem at

Este programa pode ser obtido através de: Vitor Teodoro, Faculdade de Ciéncias e Tecnologia, Universidade
Nova de Lisboa, 2825 Monte da Caparica.

Operagbes com fungBes (soma, diferenca, produto, quociente, composigdo) num contexto do estudo de
fungdes racionais envolvendo polindmios do 22 e 32 grau.

Ver exercicio 23f), g) e 24 de (Silva, 1970). Ver uma abordagem simples nas pg. 142-143 de (Guzmin, et al.,
1994b).

Operagdes com fungBes: inversdo. Fungdes com radicais quadréticos ou cibicos. Operagdes com
radicais quadraticos e clbicos e com poténcias de expoente fracciondrio. SimplificagGes de expressdes
com radicais (n&o incluindo a racionalizacao)

Serd importante observar que os graficos de f e 1 sdio simétricos em relagdo a recta y=r.
Ver uma abordagem simples nas pg. 144-145 de (Guzmdn, et al., 1994b),

Ver exercicios significativos nas Provas Especificas: Provas Especificas; época normal 1993, Prova 47,
questio 7.

Uma aplicagao das operagdes com radicais:
obtengéo da equacao da elipse a partir da sua propriedade focat.

Uma sequéncia possivel: Dar a definigiio de elipse a partir da propriedade focal e deduzir a sua equacio;
discussio da eventual introdugdio de solugdes estranhas. Referir que se trata de uma defini¢io equivalente & ja
encontrada antes.

B Tema lll - Sucessoes

n
Estudo intuitivo da sucessdo de termo geral(] + Ej num contexto de modelagdo matematica;
primeira defini¢ao do nimero ¢

Eis uma possivel abordagem:
Suponhamos que se deposita uma quantia em dinheiro num banco que oferece juros de T por cento ao ano



contabilizados n vezes por ano (em periodos de igual durag¢io). Ao fim de @ anos o dinheiro que se tem é

)

se se suposer que os juros viio sendo em cada instante ndicionados ao capital.

Mantendo os outros parimetros fixos pode-se estudar (conjecturando a partir de tabelas de valores) qual o
efeito de cada um dos parimetros O, T, n e a.

Poderd parecer que Q, atingird valores arbitrariamente elevados a medida que aumenta o valor de n. Contudo,
alguns calculos (numa calculadora ou computador), sugerem o contrério. Pode-se provar (informagfio a dar aos
alunos) que a sucessio Q, € crescente, limitada superiormenie e convergente para um valor que, quando
0=T=a=1, se designa por ¢. No caso geral tem-se que o limite da sucessio é

ofe") = 0e”

O nimero ¢ (notaciio devida ao matematico Euler) € irracional e alé transcendente {nfio ¢ solugdo de qualquer
equagio polinomial de coeficientes inteiros).

() Caos

Ver "Caos ¢ fractais na Aula de Matemdtica” em (APM, 1994). Ver "Un laboratério ecologico en tu
calculadora” na pg. 221-222 de (Guzmadn & Colera, 1989a),

122ANO

H Tema | - Combinatoria e Probabilidades

Triangulo de Pascal
Ver um tratamento do tema em "O tridngulo de Pascal" (Uspensky, ).

Axiomatica para as probabilidades

Ver um tratamento do tema no § 12 *Axiomatizacdo do conceito de probabilidade” do cap. VII - "Introdugio a
Estatistica e ao Cilculo das Probabilidades” de (Silva, 1978b).

("}  Distribuicdc binomial de probabilidade
Ver um tratamento do tema nos § 16, 17 e 18 do cap. VII - "Introdugiio a Estatistica e ao Calculo das
Probabilidades" de (Silva, 1978b).

W Tema |l - Introdugao ao Calculo Diferencial Ii

Func&o exponencial de base superior a um.
Ver tema 8 de (Guzman, et al., 1994b) e § 4 do Tema 7 de (Guzmin & Colera, 1989b).

Crescimento exponencial.

Estudo das propriedades analiticas e gréficas da familia de fungdes definida por ffx)=a* coma > I.

Ver tema 8 de (Guzman, et al., 1994b). Ver virias exploragbes no capitulo 5 de (Fey & Heid, 1995) € no
capitulo 1 de (Hughes-Hallett & Gleason, 1992).

Ver "Quais sdo as raizes da eguagdo 2% = xZ 7" in (Lima, 1987), pg. 212.
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Funcéo logaritmica de base superior a um.
Ver tema 8 de (Guzmin, et al., [994b) e § 6 do Tema 7 de (Guzmin & Colera, 1989b).

Estudo das propriedades analiticas e graficas da familia de fungdes definida por f{x} = loggy com a>1

Ver tema 8 de (Guzmdn, et al., 1994b). Ver virias exploragbes no capitulo 1 de (Hughes-Hallett & Gleason,
1992).

Regras operatérias de exponenciais e logaritmos.
Ver § 2 do Tema 14 e § 2 do Tema 15 de (Guzmdn, et al., 1989). Ver tema 8 de (Guzmin, et al., 1994b).

Aplicagdes concretas de exponenciais e logaritmos.

Ver tema 8 de (Guzmdn, et al., 1994b). Ver "Concentragdo hidrogeniénica”, pg. 16, "Escala de Richter", pg.
16, "Entropia”, pg. 17, "A inteligéncia do Rato", pg. 19, "Radiacdo necessdria para destriir um virus", pE.
25, "Modelo para o estudo da epidemia”, pg. 40, in (Madureira, 1993).

Ver um exemplo "Pluténio e Companhia" in (Costa & Graga, 1993), pg. 81.

Ver como na discussio da dimensio de conjuntos autosemelhantes (dimensio fractal) aparecem os logaritmos
(ver, por exemplo, pg. 221-226 em (Guzmin, 1995))

Limite de fungéo segundo Heine. Propriedades operatdrias sobre limites (informago); limites notéveis
(informag&o). Indeterminacdes. Continuidade.
Os limites notdveis podem ser intuidos usando a calculadora, num contexto de modelagio matemiitica, ou por
meio de argumentos geométricos:

x P

. a . R
a)casode lim — e lim
X3ty X—doo ]ogn X

(a>1¢e p>0).

. € . % . .
b) caso de lim que represenia o valor da derivada da fungiio exponencial no ponto de abeissa zero (o
x—0

X
valor da derivada pode ser conjecturado a partir do gréfico; o professor informari que se pode provar a
veracidade da conjectura),

Teorema de Bolzano-Cauchy (informagao) e aplicagbes numéricas.

Determinar pontos de intersecgdio de curvas que nifo se podem obter de forma exacta: por exemplo de e-x e
log x, oude senx e et

Funcdes derivaveis. Regras de derivagdo (demanstragéo da regra da soma e do produto; informagao
das restantes regras). Derivadas de funcdes elementares (informacao baseada em intuigAo numérica e
gréfica). Teorema da derivada da fungéo composta (informagao).

Exemplo de procedimento para o cilculo da derivada da fungfio exponencial de base qualquer:

x+h x It
. a—a .oa =1
lim————=a"lim
=0 h =0 ]
Mas

. a'—1

lim

h—0 h

€ um valor que nfio depende de x. Logo podemos escrever

(a" )’ =ka*

E ébvio que k > 0. Como elemento verificador podem comparar-se os grificos da fungio exponencial com um
multiplo positivo da exponencial e observar que o sinal de um descreve a monotonia do outro, e que quanto
maior ¢ a derivada mais inclinada € a tangente ao grifico da fungdo (isto é, mais depressa cresce a fungiio
exponencial — outra medida do crescimento exponencial).

Pode-se definir o niimero e de Euler como sendo o tinico nimero real a para o qual k=I, isto é, o0 inico
nuimero real a para o qual
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Dito de outro modo

e para mais nenhuma fungio exponencial se verifica o mesmo (e para mais nenhuma fungio derivivel em R
tal que f(0)=1 se verifica 0 mesmo; se esta tiltima condigio nio for considerada, hd mais fungdes nestas
condigdes: quais?)

Ver exemplos e abordagens do capitulo 2 de (Hughes-Hallett & Gleason, 1992), e do capitulo 9 de (Bunday &
Mudholland, 1967).

Segundas derivadas e concavidade (informagdo baseada em intuigdo geométrica).
Ver n® 25 do cap. VIII - "Derivadas" de (Silva, 1970).

Estudo de fungdes em casos simples.

Uma abordagem possivel é fazer o estudo analitico e depois tragar o grifico usando calculadora grifica ou
computador, confirmando por fim cada uma das conclusdes analiticas a partir do grifico obtido.

Integracdo do estudo do Calculo Diferencial num contexto historico.

Ver (Boyer, 1993), (Struik, 1992) e Boyer. Ver "Evoluciio Histérica do Conceite de Fungfio: uma possivel
periodizagfo histérica” e "O Conceito de Derivada a luz do Séc. XVII” em (APM, 1994),

Sobre a Histéria da Matemidtica em Portugal ver (Oliveira, 1989), (Marques, 1991-1994) e o apéndice de
(Struik, 1992). Sobre José Anasticio da Cunha consultar (Ferraz, et al., 1990),

Problemas de optimizagao.

Ver "Viagem em grupo", pg. 19,"A que alwra pode uma rd saltar”, pg. 23, "Custo médio", pg. 23, "Tensio

Arterial", pg. 19, "O consumo da gasolina", pg. 27, "Dimensdo de um pomar de macgas", pg. 27, em

(Madureira, 1993). Ver "O lucro mdximo” em (Costa & Graga, 1993), pg. 68.
Ver n® 7 e 8 e exercicios 44 a 54 do cap. VIII - "Derivadas” de (Silva, 1970).

(*) Demonstragao de alguns teoremas elementares do calculo diferencial.
Ver cap. VIII de (Silva, 1970) e Temas 12 e 13 de (Guzman & Colera, 1989a).

M Tema lIl - Trigonometria e Nimeros Complexos

Fungdes seno, co-seno, fangente. Estudo intuitivo tanto a partir de um grafico concreto como usando
calculadora grafica de: dominio, contradominio, periodo, pontos notaveis, monotonia, continuidade,
extremos (relativos e absolutes), simetrias em relagdo ao eixo dos YY e & origem, assimptotas, limites
nos ramos infinitos.

Ver uma construgiio experimental e tedrica das fungdes trigonométricas em (Guzmdn, et al., 1994b), pg. 98 a
101. Aqui tem interesse mostrar uma simulagiio como a do programa de computador MicroCalc com
visualizagiio da obtengdo das fungdes trigonométricas a partir do circulo trigonométrico.

Ver o texto de cariz histéricos "De onde vém os nomes das fungdes trigonométricas" in (Lima, 1987), pg.
230, e o texto com uma aplicagiio das fungdes trigonométricas "Ao sabor da maré", Anténio Bernardes,
Educagio e Matemitica, n® 23, 1992.

Ver exercicios significativos nas Pravas Especificas: época normal 1994, Prova 47, questio 2, época especial
1994, Prova 47, questiio 5.



senx

Esludo intuitivo de lin{} .
X _r

Uma tabela de valores permite conjecturar que o limite é igual a 1. Os alunos seriio informados que o limite é
efectivamente 1 (o professor poderd incentivar os alunos mais interessados a procurar uma demonstragiio por
via geométrica).

Os alunos deveriio convencer-se que a igualdade obtida (e todas as que se deduzem dela) sé € vélida quando se
trabalha em radianos, analisando o que se passa quando a tabela de valores referida € obtida quando a varidvel x
€ expressa em graus.

Célculo das derivadas do seno e co-seno.
Exemplo de procedimento para o cilculo da derivada da fungio seno:

. _sen(x+h)—senx . senxcosh+cosxsenh—senx
lim = lim
k=0 h h—0 h
. cosh—1 senf
=lim| senx——— +cosx
b0 h h
. cosh-1 . senh
=senxlim—— +cosxlim
k=0 h h=0 Ji
Mas
. senh . cosh—1
lim lim————
-0k e h—0 h

sdio constantes que niio dependem de x. Designemo-las por C, e C3 respectivamente. Entio podemos escrever

sen’x = C,senx+ C, cosx

Raciocinios, numéricos, geométricos ou grificos permitem concluir que Cy =0e Cs = 1, pelo que
sen’ x =cos.x

Como elemento verificador podem compara-se os gréficos das fungdes seno e co-seno e observar que o sinal
de umn descreve a monotonia do outro,

Ver um exemplo concreto em "0 voo do gafanhoto", pg. 20, in (Madureira, 1993).

Histdria dos Numeros Complexos

Ver "A equagdo do terceiro grau" em (Lima, 1987), pg. 16.
Ver § 21, 22 e 24 do cap. VI de (Silva, 1978b).

Ver § 1 a 9 do cap. X de (Dantzig, s/d}.

Demonstragoes de Geometria.
Demonstragdo da Lei dos co-senos usando niimeros complexos: Ver pg. 67 de (Carmo, 1985).

vV

Z

Em (Guzmin, 1993), Miguel de Guzmin prova o Teorema de Napoleiio (pg. 221-222) e resolve um problema

67



de quadrados sobre quadrados (pg. 201-203) usando trigonometria de uma forma muitissimo mais ripida do
que usando métodos elementares de geometria. O facto bisico usado € o seguinte: Se os afixos Z, V e W dos
nimeros complexos z, v e w respectivamente, estio situados como indica a figura, uma condigiio necessdria e
suficiente para que formem um tridngulo isésceles em que os lados iguais concorrem no vértice Z, € que se

verifique {v — z) = (w — Z)cis6

. Tema Geral - Légica e Raciocinio Matematico

Nocdes de logica.
Consultar (Silva, 1978a), (Oliveira, 1982a), e (Oliveira, 1982b).

Meétodos de demonstragao

Sobre o raciocinio demonstrativo consultar cap. 3 de (Vergez & Huisman, 1968), e sobre os processo gerais
de pensamenio consultar o cap. 7 do mesmo livro. Sobre os mesmos temas consultar ainda (Polya, 1990) e
(Oliveira, 1982b).

Heuristica da resolugio de problemas

Sobre a heuristica da resolugiio de problemas consultar "A arte de resolver problemas” (Polya, 1986} (traducie
do original "How to solve it") e (Guzman, 1990).

Ver, nas piginas seguintes, a reprodugio dos quadros-resumo das heuristicas apresentadas por cada um destes
autores.

Virias consideragdes valiosas podem ainda ser encontradas nos livros do Ensino Secunddrio espanhol de
Miguel de Guzmadn e no livro (Guzmidn, 1993).

* Modelagéo Matematica

Sobre este tema consultar os artigos "A Modelagdo Matemdtica no processo de aprendizagem", 1. P. Ponte,
Educagio e Matemdtica, n® 23, 1992 e "A Matemdtica e o real", Fitima Leite, Boletim da SPM, n° 29, 1994.



George Polya; A Arte de Resolver Problemas

Como Resolver um Problema

Primeiro.

E preciso compreender o
problema

Segundo.

Encontre a conexdo entre
os dados e a incdgnita.
E possivel que seja
obrigado a considerar
problemas auxiliares se
niio puder encontrar uma
conexdio imediata.

E preciso chegar afinal a
um plano para a resolugio,

Terceiro.
Execute o seu plano.

Quarto.
Examine a solugiio obtida.

COMPREENSAO DO PROBLEMA
Qual € a incdgnita? Quais sdo os dados? Qual é a condicionante?

E possivel satisfazer a condicionante? A condicionante é suficiente para
determinar a incdgnita? Ou € insuficiente? Ou redundante? Ou contraditéria?

Trace uma figura. Adopte uma notagdo adequada,
Separe as diversas partes da condicionante. E possivel anotd-las?

ESTABELECIMENTOC DE UM PLANO
Jd o viu antes? Ou jd viu 0 mesmo problema apresentado sob uma forma
ligeiramente diferente?
Conhece wm problema do mesmo tipo ou sobre o0 mesmo assunto?
Conhece um problema que [he poderia ser 1til?

Considere a incognita! E procure pensar num problemna do mesmo tipo que
tenha a mesma incdgnita ou outra semelhante.

Eis um problema do mesmo tipo e jd resolvido anteriormente. E possivel
utilizd-lo? E possivel utilizar o seu resultado? E possivel utilizar o seu
método? Deve-se introduzir algum elemento auxiliar para tornar possivel a
sua utilizagio?

E possivel reformular o problema? E possivel reformulé-lo ainda de outra
maneira? Volte is definiges.

Se ndo puder resolver o problema proposto, procure antes resolver algum
problema do mesmo tipo. E possivel imaginar um problema parecido mais
acessivel? Um problema mais genérico? Um problema mais especifico? Um
problema analogo? E possivel resolver uma parte do prablema? Mantenha
apenas uma parte da condicionante, deixe a outra de lado; até que ponto fica
assim determinada a incégnita? Como pode ela variar? E possivel obter dos
dados alguma coisa de iitil? E possivel pensar em outros dados apropriados
para determinar a incégnita? E possivel variar a incégnita ou os dados, ou
todos eles, se necessirio, de tal maneira que fiqguem mais préximos entre si?

Utilizou todos os dados? Utilizou 1oda a condicionante? Levou em conta
todas as nogdes essenciais implicadas no problema?

EXECUGAO DO PLANO

Ao executar o seu plano de resolugio, verifique cada passo. E possivel
verificar claramente que o passo estd correcto? E possivel demonstrar que
ele estd correcto?

RETROSPECTIVA
E possivel verificar o resultado? E possivel verificar o argumento?

E possivel chegar ao resultado por um caminho diferente? E possivel
perceber isto hum relance?

E possivel utilizar o resultado, ou o método, em algum outro problema?




Miguel de Guzmadn; Aventuras Matemdticas

Para resolver problemas

B.1
B.2
B3
B4
B.5

B.6
B.7
B.8
B.9
B.1

Cc.

C.2

C3

D.1

D.2
D.3
D.4
D.5

Antes de fazer, tenta entender

A procura de estratégins

Procura semelhangas com outros jogos e problemas
Comegar pelo Ficil torna facil o dificil

Experimenta e procura regularidades, temas

Faz um esquema e, se vier a calhar..., pinta-o as cores

Madifica o problema, muda qualquer coisa no enunciado, para ver se assim te ocorre um caminho
possivel.

Escolhe uma boa notagao.

Explora a simetria... se puderes

Suponhamos que ndo... Aonde é que isso nos leva?

Suponhamos o problema resolvido

Pensa em técnicas gerais: indugfo, descida, processo diagonal, principio do pombal...

_ Explora a tua estratégia

Explora as melhores ideias que te tenham ocorrido na fase B, Uma a uma. Nio as mistures a0
principio

Nio desistas facilmente. Mas também niio teimes demais com uma sé ideia. Se as coisas se
complicarem de mais, haverd provavelmente outro caminho.

Resultou? De certeza? Olha para a tua solugio com mais cuidado.

Extrai o sumo do jogo e da tua experiéncia

Examina a fundo o caminho que seguiste. Como chegaste a solugfio? Ou: porque € que niio chegasle a
solugiio?

Tenta perceber niio s6 que a coisa de facto funciona, mas também porque tem assim

Agora vé se consegues fazé-lo de maneira mais simples

Vé até onde pode ir o método que seguiste, para ver se o podes utilizar noutras circunstéiincias
Reflecte um pouco sobre o teu préprio processo de pensamento e tira consequéncias para o futuro
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EANEXO Il

M Um possivel exemplo de calendarizagéo

Apresenta-se a seguir um exemplo de calendarizagio do programa. Trata-se de um exemplo
ndo vinculativo, cujo principal propdsito é o de indicar uma das possibilidades de gestio
deste novo programa, o que sugere sempre um grau de aprofundamento de cada um dos
temas considerados, quando se toma como objectivo a exequibilidade em 92 horas de ensino
anuais. Repete-se: de modo nenhum é obrigatdrio seguir esta calendarizagdo, sendo os
professores convidados a elaborar outras (seria alids interessante que fossem publicadas
outras propostas de calendarizagio...), sendo, em particular, encorajados a ter uma visdo
integradora de cada tema, fundindo os diversos assuntos de um modo que o aluno vd
estudando cada aspecto de uma forma natural, sem precisar de os estudar separadamente.



M Tema | - Geometria no Plano e no Espago |

Desenvolvimento Aulas |
. Resolugio de problemas de Geomeltria no Plano e no Espago. 12
. Referenciais; lugares geométricos. 8
. Vectores; operagdes; propriedades. 12
[ o Equagdes da recta. 4
1§ _ TOTAL 36
B Tema |l - Fungbes e Graficos
i Desenvolvimento Aulas |
. Fungiio, grifico e representacio grifica. 3
. Estudo intuitivo de propriedades das fungies e dos seus grificos. 91
0 Resolugiio de problemas envolvendo a expressiio de uma varidvel em fungdo _
de outra, ou recorrendo a uma representagio grifica. 2
[ o Referéncia i pardbola, s suas principais propriedades e 4 sua importincia '
histdrica. 1
. _Equagies e inequagdes do 2° graw; inequagtes com um médulo.
|
. Fungdes polinomiais, polindmios e inequagdes polinomiais. 10
. Estudo de transformagdes simples de fungoes.
. Resolugiio de problemas concretos envolvendo fungdes polinomiais. 4
TOTAL 36
M Tema [ll - Estatistica
' Desenvolvimento Aulas
*  Objecto da Estatistica e breve nota histérica sobre a evoluciio desta Ciéncia; utilidade 2
na vida modema. Recenseamento e sondagem. As nogdes de populagiio e amostra.
Estatistica Descritiva e Estatistica Indutiva.
*  Organizacfio e interpretagiio de caracteres estatisticos. 4
|+ Medidas de localizagio de uma amostra. Limitagoes. 5
*  Medidas de dispersdo de uma amostra. Diagramas de “extremos e quartis”. Limitagées. 5
*  Referéncia a distribui¢des bidimensionais
TOTAL 20




ANO

1

[ -]

W Tema | - Geometria no Plano e no Espaco |l

Desenvolvimento Aulas |
. Resolugio de problemas que envolvam trifingulos. 4
. Trigonometria. 14 |
. Produto escalar de dois vectores no plano e no espago.
. Conjuntos definidos por condigdes. 2
. Equagtes de rectas e planos; /e L. 9|
TOTAL 36|
M Tema Il - Introducao ao Calculo Diferencial |
Desenvolvimento Aulas
. Estudo intuitive de propriedades das fungdes e dos seus grificos. 6
. Referéncia i hipérbole, informagio das suas principais propriedades e da sua 1
importiincia histérica.
. Resolugio de problemas envolvendo as fungdes anteriores. 2
. Taxa média de variagio; taxa de variagfo. 8
O Determinagiio da derivada em casos simples. 4
. Resolugiio de problemas envolvendo derivadas num contexto de aplicagoes. 2
. QOperagdes com fungdes num contexto do estudo de fungdes racionais envolvendo
polinémios do 2° e 3° grau. 6
* Fung6es com radicais quadréticos ou cibicos. 6
* Equaciio da elipse. 1
TOTAL 36
B Tema |l - Introdugéo ao Calculo Diferencial |
,r Desenvolvimento Aulas ]
‘ . Sucessoes; Sucessdes mondtonas; Sucessdes limitadas. 5|
| * Progressies aritméticas e geométricas.
. Infinitamente grandes e infinitamente pequenos. 4
‘ . Limites de sucessées ¢ convergéncia. 6 |
i = TOTAL 20

74



12ANO

B Tema | - Analise Combinatoria e Probabilidades

Desenvolvimento Aulas
. Introdugiio ao cilculo de Probabilidades. 10
. Distribuiciio de frequéncias. relativas e distribuigiio de probabilidades. 4
. Definigiio axiomitica de probabilidade. e probabilidade condicionada. 6
| » Combinatéria. Aplicacdes ao cilculo de Probabilidades. 10
TOTAL 30
resena 6
B Tema |l - Introdugao ao Calculo Diferencial i
Desenvolvimento Aulas |
. Funciio exponencial e crescimento exponencial. 5
. Fungio logaritmica. 3|
. Regras operatdrias e aplicagdes concretas de exp. e logaritmos. 5
. Limites e continuidade. 4
. Teor. de Bolzano-Cauchy (informagiio) e aplicagdes numéricas. 2
. Fungdes deriviveis. i |
J Segundas derivadas e concavidade. 2 [
. Estudo de fungies em casos simples. 2|
. Integragiio do estudo do Calculo Dif. num contexto histdrico. 2 I
. Problemas de optimizaciio. s |
TOTAL 36
B Tema lll - Trigonometria e Nimeros Complexos
Desenvolvimento Aulas
C Fungdes seno, co-seno, tangente. 6
. Nimeros complexos: introdugao histérica e definigdo. 3
0 Operagdes com complexos na forma algébrica. 3
. Complexos na forma trigonométrica; operagoes. 3
| o Dominios planos e condigcdes em varidvel complexa. 3
f TOTAL 20




B ANEXO Il
M Sebastido e Silva: "Normas Gerais"

3y
A modernizagiio do ensino da matemsitica terd de ser feita niio s6 quanto a programas, mas também quanto a
mélodos de ensino. O professor deve abandonar, tanto quanto possivel, o método expositivo tradicional, em
que o papel dos alunos € quase cem por cento passivo, e procurar, pelo contrdrio, seguir o método activo, es-
tabelecendo didlogo com os alunos e estimulando a imaginagio destes, de modo a conduzi-los, sempre que
possivel, & redescoberta.

2

A par da inwigio e da imaginagiio criadora, hi que desenvolver ao miiximo no espirito dos alunos o poder de
anilise e o sentido critico. Isto consegue-se, principalmente, o tratar da defini¢do dos conceitos e da demons-
tragiio dos teoremas, em que a participagiio do aluno deve ser umas vezes parcial (em didlogo com o professor)
e outras vezes total (encarregando cada aluno de expor um assunio, apds preparagiio prévia em trabalho de
casa).

_3..-
Muito raramente se deve definir um conceito sem ter partido de exemplos concretos e, tanto quanto possivel,
sugestivos. Se a preparagiio psicoldgica tiver sido bem conduzida, seri muitas vezes o aluno quem acabard por
definir espontaneamente o conceito, com ou sem ajuda do professor. Em qualquer caso, este deverd encami-
nhar o aluno para o rigor de lingnagem, que eguivale a dizer, de pensamento. Para isso, serd de grande auxilio
a introdugiio & l6gica matemitica, feita logo de inicio.

al

Quanto i demonstragiio dos teoremas, deve seguir-se com frequéncia uma norma semelhante  anterior. E alla-
mente desejdvel que o aluno seja muitas vezes posto em condigdes de ver o teorema antes de o demonstrar e
que essa visdo o encaminhe a construir por si mesmo a demonstragiio, mais ou menos impecivel do ponto de
vista logico. Ndo esquecer que, na investigacdo matemdtica, a intui¢do precede normalmente a légica.

5

i

A ordem légica na apresentagio dos assuntos niio é muitas vezes a mais aconselhdvel do ponto de vista diddc-
tico. Normalmente o aluno 6 pode tomar consciéncia da necessidade de certo grau de rigor, depois de ter
compreendido os assuntos em primeira aproximacdo ou de modo intuitivo, exactamente como sucede na in-
vestigagfo. Assim, em vez da ordem ldgica, haverd que seguir de preferéncia a dialéctica do intuitivo-racional
¢ do concreto-abstracto, em que o grau de rigor 1égico se ird elevando progressivamente, com a adesdo espon-
tinea do aluno.

6
Para desenvolvimento do sentido critico, € essencial encorajar o aluno i discussiio livre e disciplinada, habi-

tuando-o a expor com calma e sem timidez os seus pontos de vista e a examinar serenamente e com interesse
as opinides dos outros.

7

Ao seguir o método activo, o professor deve evitar que os alunos falem todos ac mesmo tempo. Quando um
aluno tiver algo a dizer, levantard o brago. Compete entdo a0 professor escolher entre virios. Muitas vezes o
professor chamarid um aluno A secretdria ou & pedra. O aluno deverd entio movimentar-se rapidamente e com o
minimo ruido. Deste modo se estabelece o dinamismo disciplinado, que caracteriza a vida em corpo sito, ¢ que
¢ indispensivel ao &xito do método activo. Nio esquecer que o ruido € desfavordvel i concentracio intelec-
tual, € que tentar conciliar as duas coisas reverte geralmente em prejuizo do sistema nervoso, contribuindo
para o desenvolvimento de um dos maiores flagelos da nossa época.. A melhor sala de anla serd muitas
vezes a qite estiver mais afustada da via priblica.

8.
A matemilica niio se reduz a ciéncia isolada platonicamente de tudo o resto. E também um instrumento ao
servigo do homem nos mais vaniados ramos da ciéncia e da técnica. O professor deve sempre ter presente esie
facto ¢ tentar estabelecer, sempre que possivel as conexdes da matemitica com outros dominios do
pensamento, atendendo a que muitos dos seus alunos irdo ser fisicos, quimicos, bidlogos, gedlogos,
engenheiros, economistas, agrénomos ou médicos.



9|

Na aprendizagem da matemdtica ndio basta ler intui¢do, compreender, definir e raciocinar. E também
indispensdvel adquirir certos automatismos psicoldgicos. Isto vale, especialmente, no que se refere a téenicas
de cdlculo. Tais técnicas sio mais perfeitamente assimiladas quando o aluno conhece bem os fundamentos
tedricos das mesmas. Mas esse conhecimento ndo basta: o professor deve insistir para que os alunos se
treinem bastante em exercicios equilibrados, gue reqiteiram a aplicacdo das referidas técnicas.

10
0 treino recomendado na norma anterior ndo deve confundir-se de modo nenhum com a mecanizagiio do aluno
na resolugio de exercicios por meio de receitas, aplicadas sem qualquer conhecimento de causa. Essa pritica,
tal como se tem generalizado enire nds, s6 contribui para desvirtuar completamente a finalidade do ensino da
matemdtica, habituando o aluno a nde pensar e destruindo nele toda a iniciativa e toda a espontaneidade para a
resolugiio de problemas essencialmente novos, como os que sdo postos i cada passo pela ciéncia, pela técnica
e pela vida corrente.

1]

Alunos e professor devem assumir nas aulas uma atitude descontraida, que afaste tanto quanto possivel do es-
pitito dos alunos a ideia da nera que irdo ter no fim do perfodo (lembrando que o seu interesse principal é
aprender) e modere no espirito do professor a ideia de que é juiz (lembrando que a sua missio €, acima de tudo,
ensinar). Assim, o que deve dominar nas aulas é o interesse pelos assuntos tratados, Estes niio 1ém ne-
cessariamente de ser todos reduzidos a forma de exercicios escritos (o que é muitas vezes um modo de os tor-
nar abomindveis). Especialmente no que se refere a demonstragdes — um aspecto em gue € preciso insistir
muito — o professor deverd recorrer de preferéncia ao sistema de chamadas breves.

12
E dialogando com os alunos que o professor acaba muitas vezes por esclarecer, para si proprio, certos
assuntos que pretende ensinar. Isto niio vem seniio corroborar um velho preceito:
A methor maneira de aprender € ensinar.
Haja em vista os Didlogos de Platdo. No «Teeteto» € definida explicitamente por Sécerates a missio do mes-
tre: ajudar a virem @ luz as ideias na mente do discipulo. E quantas vezes, no mesmo instante, nio se ilumina
a mente do professor!

13
Nesta ordem de ideias, o professor deve combater no aluno, e em si préoprio, o receio de errar, enquanto se
trata de fazer um esforgo sincero para aprender ou ensinar. Porque s6 errando se aprende verdadeiramente. Ai
daqueles que nio aprendem i custa da propria experi€éncia e dos préprios erros, porque esses pouco ou nada
aprendem, na verdade.

14

0 método heuristico (ou de redescoberta) s6 a principio poderd parecer mais moroso. A crianga que aprende a
andar com aparelhos ou a pessoa que aprende a nadar com flutuadores sé ilusoriamente aprende mais depressa;
na realidade aprende mais devagar e pior.

15|
Sio por vezes obsticulos i aplicagiio do método heurfstico os dois casos extremos que podem surgir numa
turma: alunos muito bons e alunos francamente maus, especialmente os repetentes. Os primeiros estdo
sempre prontos a responder, niio deixando tempo aos restantes para pensar (vide norma 7). Os segundos criam
uma atmosfera de desinteresse, porventura mesmo de indisciplina, ou entio ji conhecem a receita, que
aprenderam no ano anterior, acabando assim por viciar o processo heuristico. Cabe ao bom senso do professor
encontrar uma solugio de equilibrio, tendo presente a norma 7.
16
Terminaremos estas consideragdes, traduzindo algumas das medidas preconizadas na América para a renovagiio
do ensino geral;
{2) O ensino em todos os graus terd de se tornar mais flexivel, mais adapiado, quer as solicitagdes dum mundo
em ripida evolugio, quer is aptiddes dos individuos.
(b) Necessitamos de métodos aperfeigoados para descobrir talentos ¢ levi-los a atingir a plena maturidade.
{c) Nio devemos encorajar, seja de que modo for, qualguer sistema de ensino que tenda a criar uma geragiio de
birbaros, incapazes de apreender uma ideia que nio lhes seja «programada» por outro cérebro.

Sebastifio e Silva, Guia para a utilizacdo do Compéndio de Matemdtica (1° Vol.),
Curso Complementar do Ensino Secunddrio, Gabinete de Estudos e Planeamento
do Ministério da Educagiio e Investigagfio Cientifica, Lisboa, 1975.



W ANEXO IV

M Historial e clarificagfes

As trés versoes provisorias deste documento foram submetidas a uma discussfio alargada.
Foram recebidos um total de 151 pareceres escritos, sendo uns individuais e outros
colectivos (dos quais 31 resultaram de reunides do grupo disciplinar de Matemdtica); 41 dos
pareceres vieram de vdrias instituigées de Ensino Superior (universitdrio e politécnico);
foram ainda recebidos 10 pareceres de Associagdes ¢ Sociedades Cientificas e de
Professores. Elementos da Equipa Técnica participaram em onze debates piblicos em
escolas e encontros; a Equipa Técnica teve ainda audiéncias com delegacdes da SPM -
Sociedade Portuguesa de Matemaiica, AM - Associacfo de Professores de Matemitica, SPE
- Sociedade Portuguesa de Estatistica, SPCE(SEM)-Sociedade Portuguesa de Ciéncias de
Educacdo(Sec¢io de Educagiio Matematica), IIE - Instituto de Inovagio Educacional, e teve
contactos com anteriores autores de programas de Matemaética (3° ciclo e secunddrio) e de
Fisica.

O interesse manifestado pelo problema do Ensino da Matemadtica, o empenhamento dos par-
ticipantes e a qualidade das propostas apresentadas provam que esta é uma metodologia ade-
quada para uma revisiio de programas.

Direclrizes balizadoras deste ajustamento

Foi estabelecido que esta proposta de ajustamento dos Programas de Matemdtica do Ensino
Secunddrio devia obedecer as seguintes directrizes institucionais:

a) a carga hordria deverd ser de 4 horas semanais em cada ano;
b) deve manter-se a abordagem metodoldgica proposta no texto dos programas em
vigor.
As recomendagdes/orientagdes para este estudo, determinadas pelo DES, foram:
a) preservar os objectivos da renovagdo do ensino da matemdtica;
b) necessidade de maior clareza e organizagdo dos conteiidos temdticos;
c) maior explicitacdo da articulagéo entre metodologias, objectivos e contetidos;
d) reforco da articulagdo vertical com o 3° Ciclo;
e) referéncia as possibilidades de articulagdo interdisciplinar;
f) exclusdo dos itens que a experiéncia mostrou constituirem sobrecarga;
g) inclusdo de outros conteiidos de acordo com as sugestoes recebidas.

Assim, nfio se previa que se efectuassem reformuiagdes profundas. Apesar disso, como
detalharemos adiante, a experiéncia aconselhou a introdugiio de mudangas relativamente
substanciais. Algumas mudangas tém a ver com uma agregaciio dos capitulos em temas
unificadores, a introdugio de pardgrafos optativos ao longo do programa (em vez de um s6
capitulo de opgiio no fim do 12° ano), ou o estudo de questdes metodoldgicas como as
heuristicas de Poiya. Outras mudangas t8m a ver com a fusido entre as colunas de
"Desenvolvimento do Tema" e "Objectivos”. Aquilo que se pretendeu foi responder as
criticas intensamente formuladas, por praticamente todos os participantes no processo, da
falta de clareza que a divisdo dos Novos Programas em trés colunas (Desenvolvimento do
Tema, Objectivos e Observacdes/Sugestoes Metodoldgicas) acarreta, e sobretudo, procurar
“maior explicitacdo da articulagdo entre metodologias, objectivos e contelidos”, o que
constituiu claramente uma das maiores falhas detectadas.

Atendendo aos probiemas existentes, muitos dos quais foram evidenciados durante o
periodo de experimentagdo dos Novos Programas, foi impossivel proceder a meras
aiteragdes cosméticas que se limitassem a alterar umas virgulas e apenas contribuiriam para
agravar os problemas actuais. Contudo este ajustamento nio €, nem de longe, uma
reformulagiio de base do programa do Ensino Secundario, que a Equipa Técnica, enquanto
tal, nfio equacionou.



Os "velhos" programas

A necessidade da existéncia de novos programas tornou-se clara depois do avolumar dos
problemas com o Ensino da Matemética em todos os ciclos.

José Sebastifio e Silva criticou duramente os programas dos anos 60/70:

O que € preciso € nio confundir cultura com erudigdo e sobretudo com o enciclope-
dismo desconexo, imensa manta de retalhos mal cerzidos, que vio desde as guerras
punicas até ao sisiema nervoso da mosca. E esse, a bem dizer, o tipo de cultura que
tende a produzir o ensino tradicional, baseado num sistema de exames que s6 permite
apreciar memorizagdes e automatismos superficiais, mais ou menos préximos do psi-
tacismo. (Guia para a utilizagdo do compéndio de Matemdtica)

Chegou-se a fazer crescer os rapazes numa planicie matemadtica esterilizada e esteriliza-
dora, capaz de sufocar qualquer objecgdo, qualquer didlogo. Porque se quisermos que
o ensino da matemdtica seja autenticamente vivo e fecundo, deveremos apresentar uma
ciéncia que se faz e nio uma ciéncia jd feita. A matemitica niio deve desprezar o con-
creto, a matemdtica deve estar ligada a realidade fisica em que ¢ pensamento mate-
mitico mergulha as suas rafzes. E € sobretudo a geometria que serve de modo natural
para a ligagdo entre o mundo fisico e a abstracgfio (carta a Emma Castelnuovo, cit.
em Ens. da Mat. Anos 80, SPM, Lisboa, 1982).

E preciso combater o excesso de exercicios que, como um cancro, acaba por destruir o
que pode haver de nobre e vital no ensino. E preciso evitar certos exercicios
artificiosos ou complicados, especialmente em assuntos simples.(...) E mais impor-
tante reflectir sobre o mesmo exercicio que tenha interesse, do que resolver varios
exercicios diferentes, que ndo tenham interesse nenhum.(...) Entre os exercicios que
podem ter mais interesse figuram aqueles que se aplicam a situagdes reais, concretas.
("Guia para a utilizagéio do compéndio de Matemdtica")

O ensino tradicional ignorava o "porqué” e o "para qué” e limitava-se a apontar o "como”.
Os alunos nio entendiam, desinteressavam-se e esqueciam tudo na primeira oportunidade.
Infelizmente os programas que se seguiram ndo resolveram nenhum destes problemas. O
Prof. Anténio St. Aubyn afirmava:

Utiliza-se pouco a intui¢fio na introdugio de conceitos, ndo se apela para a experiéncia
dos estudantes por meio de problemas simples, do que resuita uma falta de motivagiio
e um espaco limitado a iniciativa individual.

A maior parte dos alunos desconhece o significado de um teorema (...)
Desconhecimento das principais técnicas de demonstragio (reducéo ao absurdo, indu-
¢io, etc).

(...} programas (...} abstractos, formalistas, desligados da realidade, nio motivando
os jovens, (...) pritica de ensino rotineira nio desenvolve nos alunos capacidades de
cilculo e de resolugdo de problemas, gosto pela descoberta e prova de novos
resultados. ("Ens. da Mat. Anos 80, SPM, Lisboa, 1982"}

Atg 1994/95, os alunos que terminavam o Ensino Secunddrio com os programas cléssicos,
chegavam a Prova Especifica de Acesso ao Ensino Superior e apenas obtinham médias a
roda de 20%, sendo impressionante a quantidade de notas inferiores a 10%. Como dizia um
dos pareceres recebidos, ndo € admissivel que um niimero considerdvel de alunos chegue 2
Universidade revelando lacunas como as que transparecem nos seguintes exemplos:

a) Para resolver a equagiio x2 - 5y + |1 = 0 vem
x=1 x=

P =S5x+li=0=x-5r=-ll& x(x=5)=-11 :

X v X v v(x—35) <:>(x_s)=—_”<:>x=*6}ralzes
A

by X-5 -5
X’




x X A I

c) Vb +1 N Vxf +4/1 _/(6+1 x4

X

d) cos(ab) = cosa.cosbh

Mas a verdade € que chegavam e com um programa que insistia sobretudo no ciicuio e em
“memorizagdes e automatismos superficiais” mas nem sequer desenvolvia as capacidades de
cdlculo {como também se demonstra olhando para os resultados das provas de aferi¢do que
em pouco diferiam dos das provas especificas), quanto mais a capacidade de resolver proble-
mas matematicos, Os alunos que concluiram o ensino secunddrio até ao ano de 1994/95 in-
clusive foram formados na sua esmagadora maioria com os denominados “programas anti-
gos”.

Além do mais, muitos outros topicos importantes nio constavam dos programas. Tdopicos
como Anidlise Combinatdria, Probabilidades e Estatistica, apesar de fazerem parte do pro-
grama oficial, eram completamente ignorados. A Matemitica Finita encontrava-se totaimente
ausente. Todos os métodos numéricos eram ignorados.

Era necessdrio mudar urgentemente tanto contetidos como metodologias.

Experimentacdo e generalizagao dos novos programas

Os Novos Programas de Matemitica tentaram responder a estas questdes € apresentam ino-
vagoes de tomo.

Contudo, o periodo de experimentagdo revelou, desde o inicio, inimeros problemas.
Infelizmente estes problemas ndo foram solucionados e até se avolumaram, de tal modo que
tornaram necessdrio um ajustamento de programas.

Virios trabaihos foram publicados onde estes problemas sdo analisados, o que constitui
desde logo uma base de trabalho para a elaboraco deste ajustamento.

Relatdrios de estudos do IIE - Instituto de Inovagdo Educacional:

- "Contetidos e contextos da Reforma Curricular no 11° ano de escolaridade - concepgoes e
prdticas de professores experimentadores", Rui Vieira de Castro et al.

- "0 processo de experimentacio dos novos programas de Matemdtica - Um estudo de
caso", Jodo Pedro Ponte et al.

- "A Aplicacdo dos novos programas de Matemdtica do 11° ano - Um estudo de caso", Jodo
Filipe Matos et al.

Relatos da experimentacfio ou de pessoas ligadas i experimentagio:

- "Novos programas, que generaliza¢do para 92/93?", Maria Margarida Graga, Maria
Oiimpia Mdximo, Educacio e Matemdtica , n® 19/20, 1991.

- "Reforma Educativa: cresce a insatisfagdo dos professores”, J. C. Silva, Boletim da SPM,
n® 22, 1992,

- "Graves problemas na "experiéncia” dos novos programas de Matemdtica para o Ensino
Secunddrio", Victor Gongaives, Boletim da SPM, n° 24, 1992,

- "A experimentacdo dos novos programas de Matemdtica: reflexdes e algumas propostas
concretas", Victor Gongalves, Boletim da SPM, n° 25, 1993.

- "Programa de Matemdtica do 3° Ciclo - uma reflexdo critica", Dulce Baptista e Judite
Barros, Educagiio e Matematica, 1° trimestre 1994.

- "Geometria no 10° ano: o fracasso que era previsivel...", Eduardo Veloso, Educagio ¢
Matematica, n® 30, 1994,

- "Experimentadores propdem 5+5+5 horas para a Matemdtica do Secunddrio", Lucilia
Ramalheira e Iolanda Vasconcelos Lima, Boietim da SPM, n° 28, 1994.

- "Métodos Quantitativos em debate", Ana Vieira e Paulo Abrantes, Educagiio e Matematica,
n® 30, 1994,

- "Como vamos com os novos programa? O que dizem os professores", F. Nunes ¢ H.M.
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Guimardes, Educagao e Matemitica, 3° trimestre 1994.

Anilises pessoais ou de grupos de professores:
- "Novos Programas de Matemdtica no Ensino Bdsico e Secunddrio”, Guilhermina Lobato,
Educagiio e Matematica, n° 19/20, 1991.
- "Sobre a Proposta de Novos Programas de Matemdtica para o Ensino Secunddrio", J. C.
Silva, Educaciio e Matematica , n® 19/20, 1991.
- "Os programas de Matemdtica no Ensino Secunddrio", Joao Pedro da Ponte, Profmat,
1992.
- "Contagens, grafos e matrizes nos nosso programas? Talvez um dia...", Paulo Abrantes,
Educagfio e Matematica, n° 30, 1994.
- "Reflexdo sobre a aplicag¢do dos Novos Programas do 10° ano", A. Bernardes et al.,
Profmat, 1994.
- "“Programas do Secunddrio: algumas reflexées" - 1° grupo da Escola Secundaria Eng®

Acdcio Calazans Duarte de Marinha Grande, in "Matemdtica em Exame", 1995.

Além do mais, a Equipa Técnica recebeu uma quantidade considerdvel de documentos em
que os professores experimentadores e acompanhantes exprimiam a sua insatisfagdo com o
decorrer da experiéncia e reclamavam medidas adequadas. Num desses relatérios reclamava-
se que € necessdrio "Corrigir erros, apontar caminhos" e explicita-se onde: "As indicagées
metodologicas devem ser mais aprofundadas no sentido de perspectivar, com clareza, o
desenvolvimento harménico dos contelidos; Indicar, sempre que necessdrio, os graus de
complexidade a exigir ao aluno; incentivar nos professores a vontade de mudanga de atitude
face as pedagogias directivas; refor¢ar o papel do aluno na construgdo dos seus saberes".
O segundo estudo de caso do IIE atris referido afirma que "o novo programa de Matemdtica
do I[° ano aponta para alguma evolugdo em relagdo aos antigos programas mas resulta
claramente negativo em miiltiplos aspectos: deficiente organizagdo e reduzida clareza, o facto
de se manter preso da tradigcdo no que respeita aos contetidos temdticos, a forma timida e
superficial como € abordado o uso da tecnologia e da avaliagdo. (...) o programa nio
desenvolve nem articula de forma clara essas ideias [resolugdo de problemas, liga¢do da
Matemdtica com a realidade, uso da tecnologia], acabando por constituir um documento sem
vida em que as questoes fundamentais sdo abordadas timidamente”, e recomenda que "se
equacione urgentemente a sua reformulacdo”.
No balango da experiéncia feito pelo Departamento do Ensino Secunddrio reconhecia-se que
era necessdria

“(...} uma melhor articulagdo entre objectivos, conteiidos temdticos e metodologias.

Esta explicitagdo é fundamental para a sua exequibilidade”,

recomendava-se que se efectuasse:

“uma melhor articulag@o/maior coeréncia de itinerdrio de construcdo de um pensamento
matemdtico que se deseja nos alunos (...)".

e que se deveria rever o programa do Ensino Secunddrio
“harmonizando de forma explicita os conteiidos, os objectivos e a metodologia (...)".

Um programa para o ano 2000

Os alunos que terminarem o Ensino Secundério no ano 2000 terdo utilizado ji este pro-
grama. A elaboracdo dos programas ¢ feita com uma antecedéncia imensa, sendo necessdrio
prever que formagiio matematica irfio esses alunos necessitar na sua vida escolar e profissio-
nal posterior.

A orientacdo seguida tomou em conta a experiéncia nacional e internacional (detalhada
adiante).

José Sebastido e Silva jd afirmava que “A moderniza¢do do ensino da Matematica
terd de ser feita niio s6 quanto a programas, mas também quantoe a métodos
de ensino”’ (Guia para a utilizacdo do compéndio de Matemdtica, 1° vol.). E concretizava:

O professor deve abandonar, tanto quanto possivel, o método expositivo tradicional,
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em que o papel dos alunos € quase cem por cento passivo, € procurar, pelo contrério,
seguir o método activo, estabelecendo didlogo com os alunos e estimulando a
imaginacdo destes, de modo a conduzi-los, sempre que possivel, i redescoberta. (Guia
para a utilizacdo do Compéndio de Matemdrtica, 1° vol.)

Ensinar matemadtica sem mostrar a origem e a finalidade dos conceitos é como falar de
cores a um daltonico: € construir no vazio. Especulagdes matemadticas que, pelo menos
de inicio, nfio estejam solidamente ancoradas em intuigdes, resuliam inoperantes, nio
falam ao espirito, niio o iluminam.(Guia para a utilizacdo do compéndio de
Mateniditica)

A meu ver sio principalmente o sentido critico e a autonomia mental as qualidades que
um professor de matemadtica se deve esforgar por desenvolver nos seus alunos. (Texto
sobre Bento de Jesus Caraga, DL, 25/6/1968})

Um dos objectivos fundamentais da educagio €, sem diivida, criar no aluno hébitos e
automatismos titeis, como, por exemplo, os automatismos de leitura, de escrita e de
cdlculo. Mas trata-se ai, manifestamente, de meios, nio de fins. ("Guia para a uti-
lizacdo do compéndio de Matemdtica”, 2°/3°vol., pg. 10-11})

Os alunos niio precisam, em geral, de ser investigadores, mas precisam de ter espirito
de investigacdo. Intuigdo, experiéncia, logica indutiva, I6gica dedutiva - todos estes
meios se aliernam constantemente na investigagfo cientifica, numa cadeia sem fim em
que € dificil destringar uns dos outros.("Guia para a utilizacdo do compéndio de
Matemdtica”, 29/3° vol., pg. 107-111)

O professor niio deve forgar a conclusiio: deve deixd-ia formar-se espontaneamente no
espirito do aluno. ("Guia para a utilizagdo do compéndio de Matemdtica”, 1° vol., pg.
70}

Se ndo houver tempo - o que € bem provivel - podem-se omitir as demonstragdes. O
que importa, por enquanto, siio as intui¢des: essas de modo nenhum devem faltar, (...)
("Guia para a utilizagdo do compéndio de Matemdtica”, 23° vol., pg 81)

Assistiu-se a uma convergéncia de opinides favordveis aos novos programas, globalmente
considerados. Se quase todos entendiam que se deveria manter a abordagem metodolégica
proposta no texto dos novos programas, ji a concretizagfio destes principios criou mais pro-
biemas. Efectivamente tal é um aspecto de muito dificil concretizagio e que por isso mereceu
toda a atengio.

Na Orientagdo Metodologica dos novos programas do Ensino Secundcdrio é afirmado que

“Tendo como pressuposto ser o aluno agente da sua prépria aprendizagem, propde-se
uma metodologia em que:
* 0s conceitos sdo construidos a partir da experiéncia de cada um e de situagdes
concretas;
* 0s conceitos sio abordados segundo diferentes pontos de vista e progressivos
niveis de rigor e formalizacdo;
* se estabelece maior ligacio da Matematica com a vida real, com a tecnologia e
com as questdes abordadas noutras disciplinas e que enquadra o conhecimento
numa perspectiva historico-cuitural.”(pg. 32)

E mais adiante:

“A utilizagiio obrigatéria da caiculadora que, além de ferramenta, € fonte de actividade,
de investigaciio e de aprendizagem, (...) A resolugiio de problemas, meio privilegiado
para desenvolver o espirito de pesquisa, deve contemplar, além de situagdes do
dominio da Matematica, outras, da Fisica, da Economia, da Geografia,... (...} o aluno
serd solicitado frequentemente a justificar processos de resolugio, a encadear
raciocinios, a confirmar conjecturas, a demonstrar férmulas e alguns teoremas.”’(pg.
32)

Mas o problema principal tem sido: como passar das boas intengdes a pratica? Como dizia
uma pessoa no seu parecer: “Quem dera que essa alteragdo seja feita de modo que os pro-
fessores passem a ensinar matemdtica, e ndo técnicas de cdlculo, e que os alunos passem a
gostar de aprender matemdtica e possam sentir nessa aprendizagem alguma utilidade
significativa e ndo apenas um obstdculo que tém de vencer para fazer o 12° ano e entrar no
ensino superior”.
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A opinido generalizada foi que a maioria dos principios enunciados nas Orientacdes
Metodolégicas niio se reflectia no programa propriamente dito. E por essa raziio que mereceu
atenciio especial neste programa a clareza dos objectivos enunciados e sua relacdo
com as novas metodologias propostas. Teve-se como objectivo plasmar as
Orientagdes Metodolodgicas na listagem dos temas do programa propriamente dito.

Tendéncias intemacionais

As Orientacdes Metodoldgicas apontadas nos Novos Programas e que se integram nas pro-
postas inovadoras de José Sebastifio e Silva, estio de acordo com as tendéncias
internacionais que personalidades e instituicdes vém defendendo para o Ensino da
Matematica.

Temos de salientar em primeiro lugar o texto do Prof. Miguel de Guzmdn que se encontra
publicado no Boletim da SPM n° 25 de Margo de 1993, intitulado "Tendencias inovadoras
en educacién matemdtica".

O maior movimento a nivel internacional em prol da melhoria do ensino da matematica deu-
se recentemente nos Estados Unidos com a publicagfio das "Normas para o Curriculo e a
Avaliacdo em Matemdtica Escolar" da iniciativa do NCTM, a maior Associaciio de
Professores de Matemadtica dos Estados Unidos, obra que se encontra editada em Portugal
pela APM e pelo IIE. E de salientar que este documento, que constitui um verdadeiro pro-
grama de matemadtica para todos os anos do ensino niio superior, recebeu o apoio explicito da
AMS - American Mathematical Society, ASA - American Statistics Association, MAA -
Mathematical Association of America, SIAM - Society for Industrial and Applied
Mathematics, as quatro maiores Associacdes Cientificas de Matematica dos Estados Unidos.
Os mais recentes programas de Inglaterra sao ainda mais ambiciosos em termos de metodo-
logias do que os novos programas portugueses, mas ndo se pode esquecer que em Inglaterra
existe uma muito maior tradi¢cdo de inovaciio no ensino da matemdtica. O documento
"Mathematics in the National Curriculum" do "Welsch Office" do "Department for
Education” com data de Janeiro de 1995, que define os programas que entraram em vigor
entre Agosto de 1995 e Agosto de 1997, divide o programa dos 10°1 [° anos em 5 grandes
temas:

Usando e aplicando a matematica

Nimeros

Algebra (expressdes, equagdes, inequacdes, grificos)
Forma, espago e medidas

Tratamento de dados

A titulo de exemplo eis uma recomendacfo retirada de cada um destes temas:
Usando e aplicando a matemadtica: "Explicar e analisar a escolha de abordagens para re-
solver problemas estabelecidos em contextos ou dreas da matemadtica que sio novas
para eles [os alunos]"
Nimeros: "compreender e usar proporgdes directas e inversas”
Algebra: "interpretar e aplicar a transformagiio de fungdes no contexto da sua represen-
tacdo grafica, incluindo y = f(x+a), y = f(kx) e y = f(x) + a, aplicados a y = f(x).
Forma, espago e medidas: "aplicar métodos vectoriais simples na resolugfio de proble-
mas"
Tratamento de dados: "compreender quando e como estimar probabilidades condicio-
nais"
E ainda definido como objectivo horizontal: "Os alunos devem ter oportunidade de aplicar o
seu conhecimento, compreensiio e capacidades para resolver problemas de crescente comple-
xidade num grande leque de contextos.”" E repetidamente recomendado o uso de calculadoras
e computadores, de forma a desenvolver equilibradamente "métodos de resolucio sem calcu-
ladora e com calculadora”.

Pensa-se pois que as Orientagdes Metodoldgicas definidas nos Novos Programas, e que se
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pretendem reforcar e clarificar neste programa, vio na direcg¢iio certa.

Extenséo do programa

A aplicagiio experimental e os primeiros anos da generaliza¢iio dos novos programas do en-
sino secunddrio comprovam que, desde o inicio, estes ndo foram configurados para a carga
hordria semanal actual. As reclamacgdes dos professores no sentido de ampliar a carga hordria
semanal vém baseadas no facto da aplicagiio experimental ter sido feita utilizando 5 ou mais
horas semanais, sem que, mesmo entdo, a totalidade dos itens do programa tivesse sido
abordada. Os préprios autores alertaram para as condicoes de aplicacdo e reclamaram sobre
as diferencas entre o total tedrico e o total real das horas destinadas a leccionagio. O
programa do "12° ano foi o que na pritica se revelou mais extenso e impraticavel. Por isso
uma das principais preocupag¢des foi de propor um programa exequivel na carga hordria
definida por lei.

Por outro iado, muitas pessoas sugeriram que nfo se mantivesse a actual dispersdo de ca-
pitulos pois, fazendo-se uma abordagem relativamente superficial em vdrios capitulos, 0s
alunos quando chegavam ao seguinte ja haviam esquecido tudo. Por outro lado havia que
procurar uma "melhor clareza e melhor organizagdo dos conteiidos temdticos". Assim optou-
se por propor 3 grandes temas para cada um dos anos, cada um a ser abordado em
cada periodo escolar, o que recolheu opinides bastante favordveis. Nesta programacio deve
obviamente levar-se em conta que, por lei, hd periodos reservados para a Area-Escola e que
os professores podem dispor de 6 dias por ano para participacdio em encontros. Ambas estas
componentes s30 importantes na vida da Escola pelo que a programacdo feita tem em conta
esta realidade, Procurando trabalhar com valores médios, entendemos tomar como referéncia
92 horas de ensino assim distribuidas:

1° periodo: 36 aulas
2° periodo: 36 aulas
3° periodo: 20 auias

Claro que nem todos os anos serd possivel reservar esse nimero de aulas (teis em cada pe-
riodo. Os professores fario as adaptacSes que o bom senso aconselhar, de modo a preservar
sempre um total minimo de 92 horas de ensino; entende-se que menos do que este nimero
de horas de ensino nio € admissivel.

Assim, a distribuigdo de t6picos € a seguinte:

10° ano
Tema | Geometria no Plano e no Espaco 1 36 aulas
Tema Il Fungoes e Graficos 36 aulas
Tema II1 Estatistica 20 aulas
11°ano
Temal Geometria no Plano e no Espago I1 36 aulas
Tema IT Iniredugdo ao Cilculo Diferencial 1 36 aulas
Temalll ) Sucessdes 20 aulas
12° ano
Temal Probabilidades e Combinatdria 30 aulas
Tema Il Intredugio ac Calculo Diferencial 1 36 aulas

20 aulas

HA uma reserva de 6 horas no fim do Tema I do 12° ano para obviar a eventuais atrasos,
para dar algum dos tépicos facuitativos ou para antecipar a leccionagdio do Tema Il do 12°
ano, conforme a pratica aconselhar.
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Parece ser um programa exequivel nas 4 horas definidas legalmente.

A ideia da distribuigiio por temas pressupde que s6 em casos muito excepcionais o tema re-
lativo a um periodo extravase esse perfodo. O professor deve fazer a sua planificagio de
modo a que em cada periodo seja apenas abordado o tema desse periodo para que esse tema
seja efectivamente cumprido. Quaisquer atrasos devidos a circunstincias excepcionais devem
ser compensados adequadamente.

A profundidade do tratamento de muitos temas é varidvel e o professor pode adaptéd-la ao in-
teresse e capacidade dos alunos. Além do mais alguns tdpicos sdo de tratamento facultativo.
Esses vido indicados com um (*). Estes topicos ndo significam um aumento do programa,
mas fornecem uma boa ocasifio de fornecer mais matemaética a alunos mais interessados,
mesmo que haja apenas um ou dois destes alunos numa dada turma. Caso seja julgado con-
veniente pode indicar-se a estes alunos o estudo de algum dos topicos facultativos sob a
forma de trabalho de projecto ou estudo extra aula.

Contelidos do programa anterior nao integrados neste programa

Procurou-se apresentar um programa que, sem sombra de dividas, seja exequivel nas 4
horas semanais previstas para a disciplina de Matemdtica. Isso implica que uma restri¢io de
contetidos seja efectuada em relagio ao programa anterior.

Assim os seguintes contetidos nfio aparecem, como tal, neste programa:

* Propriedades do simbolo

+ O Conjunto R (Dizimas; Majorantes e minorantes... - Os temas principais deste
assunto sio abordados 4 medida que vdo sendo precisos em ligagdo com outros
assuntos)

* Axiomas e geometria sintética
¢ Analogia dos senos

» Aplicagdo do produto escalar & demonstragfio de alguma propriedades da geome-
tria e da trigonometria

* Derivadas de fung¢des implicitas

» Estudo detalhado de Cénicas

» Tangentes e normais a Cénicas

» Equacgdes vectoriais ¢ paramétricas de planos
* Resolucio de sistemas pelo método de Gauss
* Cilculo integral; primitivagio

» Estudo analitico da sucessiio (I + r:)n

* Regras para levantamento de indeterminactes
» Estruturas algébricas

Nio se entende que estes itens representem temas menos importantes, mas que € ilusério
pensar que € possivel ensind-los so porque aparecem em documentos oficiais. A nossa histo-
nia recente estd cheia de programas sobrecarregados muito bem intencionados mas que nunca
sdo cumpridos, mesmo quando a metodologia usada € apenas a da aula magistral com aulas
de exercicios.

Temas ausentes do presente ajustamento

Tratando-se de um ajustamento e tendo em atencio a limitagio das 4 horas por semana, hd
virios temas que parecem importantes, mas que ndo foi possivel sequer considerar. Sdo
temas que, ou nunca fizeram parte dos programa do Ensino Secundario, ou tendo feito parte,
foram postos de lado por alguma razdo mais ou menos circunstancial. Sem entrar em
discussdes exaustivas sobre o grau de aprofundamento com que deveriam ser tratados, eis
alguns dos temas que, com vantagem, deveriam fazer parte da forma¢ao de um aluno ao
terminar o Ensino Secunddrio.

8



* Lei dos co-senos (Carnot) e resolugio de tridngulos obliquinguios;
* Geometria das transformacoes;

* Matematica discreta (grafos, matrizes e teoria de jogos);

* Erros, aproximacdes e métodos numéricos;

* Fung¢Ges trigonométricas inversas (num contexto de trigonometria mas sobretudo
como dreas de certas figuras);

* Curvas em coordenadas polares e paraméltricas;
» Teoria dos algoritmos.

* Geometrias ndo euclidianas.

» Teoria dos niimeros.

» Sistemas dindmicos.

Numa préxima reformulagio do programa, sujeita a menos restrigdes do que o actual ajusta-
mento, deverd ser analisada a inciusdo destes temas bem como daqueles referidos no pari-
grafo anterior.

Sobre a escolha dos Temas

Quando h4 tantos temas para escolher e alguns niio podem ser considerados para se poder
planear um programa que seja exequivel nas 4 horas semanais previstas, é necessdrio fazer
opgdes. A opgdo feita foi no sentido de garantir um razodvel equilibrio entre as diversas
dreas da Matemitica, entre a Geometria, a Andlise, a Algebra, a e a Matemdtica Discreta
(Estatistica, Andlise Combinatéria e Probabilidades), integrando tanto quanto possivel o
estudo dos diversos temas e estabelecendo o maior nimero de conexdes possiveis, para que
os alunos possam ver que sdo faces diferentes de uma mesma moeda. Foi dada uma posicio
de destaque a Geometria e sdo dadas indicagdes que permitem que seja retomada em
praticamente todos os outros temas do programa. Deu-se prioridade a criagiio de condigdes
para uma grande diversidade de tipos de trabalho em Matemaitica, tanto de cardcter geral
como especificos de cada tema, em detrimento de um aprofundamento que na maioria das
vezes € ilusério se nio for cimentado na compreensio dos processos elementares.

Coordenagao com o 3¢ ciclo

Apesar de o programa de Matemdtica para o 3° ciclo ser relativamente extenso, partiu-se do
principio que ird ser camprido na sua maior parte.

Para que fique claro exactamente que conhecimentos se pressupde serem conhecidos do 3°
ciclo, no inicio de cada capitulo aparecem indicados os pré-requisitos de cada capitulo.

Contudo, por variadas razdes, os alunos poderio nio ter cumprido alguma parte do pro-
grama do 3° Ciclo, ou revelar dificuldades especiais nalgum capitulo (na medida em que
poderio ter tido nota negativa a Matemadtica no 9° ano). Para esses alunos recomendamos
enfaticamente que sejam utilizadas horas do Apoio Pedagégico acrescido para colmatar as
suas lacunas e dar garantias de sucesso em Matemdtica a partir do 10° ano.

Apoio Pedagégico Acrescido

O Apoio Pedagogico Acrescido - APA - deve ser utilizado com os alunos que dele precisam.
E ébvio que estiio nessas condi¢des os alunos que reprovaram a Matemdtica no 9° ano, ou
que tendo obtido aprovacio revelam deficiéncias considerdveis. Estes alunos, se fizerem um
esforgo razodvel, poderdo na sua maioria obter um aproveitamento aceitdvel. Para isso é pre-
ciso que a Escola faga aiguma coisa por eles. Deve ser feito o diagnéstico das suas dificuida-
des o mais cedo possivel, eventuaimente fogo no final do 9° ano. No inicio do 10° ano deve
ser definido um plano de ac¢@o em que fique claro o que a Escola vai fazer pelos alunos e
aquilo que a Escola espera deles para que possam obter sucesso. Assim, os alunos seriam
integrados em turmas normais e teriam desde o inicio um acompanhamento suplementar de
um certo niimero de horas semanais em grupos mais ou menos pequenos. E evidente que
serd necessdrio gastar algum tempo a pensar, a diagnosticar dificuldades e a conceber alter-
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nativas (que ndo sejam simplesmente mais do mesmo, nem longas listas de exercicios). E
fundamental que a escola dé sinais inequivocos de se interessar pelo destino dos alunos. O
plano definido deveria ser avaliado periodicamente (em principio trimestralmente) devendo
ser eventualmente reformulado onde se considerar necessirio.

Do mesmo modo se deveria proceder para os alunos que concluirem o 10°e o 11° ano com
dificuldades, devendo desde o inicio do ano lectivo seguinte ser preparado um plano de recu-
peragio adequado no imbito do APA que co-responsabilize professores e alunos
envolvidos.

A experi€ncia mostra que hd vantagem de as horas de Apoio Pedagégico Acrescido se con-
centrarem no primeiro periodo escolar, para que, colmatadas as lacunas detectadas, os
alunos se integrem na aprendizagem normal.

E muito importante a procura de formas imaginativas de recuperar as dificuldades reveladas
pelos alunos; niic parece muito eficaz que o APA se limite a fornecer horas suplementares
para fazer mais exercicios, mais ou menos rotineiros; devem ser experimentadas formas va-
riadas, por exemplo na forma de trabalhos de projecto ou de salas de estudo, podendo
desenvolver-se materiais especificos; convinha que esses materiais e as experiéncias tidas
com eles fossem devidamente divulgadas para que outros professores pudessem ter mais
sugestdes sobre como proceder em situagdes semelhantes. ll
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