TEORIA DOS GRAFOS — APLICACOES PRATICAS

O porqué da escolha da Teoria dos Grafos

Os paises mais desenvolvidos tém vindo a sofrer a mudanca duma
sociedade industrial para uma sociedade de informacéao/comunicacao. O ritmo
desta mudanca tem sido tal que actualmente é possivel constatar que a
producdo, armazenamento, transmisséao e difusdo da informacéao (oral, escrita,
grafica, numérica) é muito maior que a que qualquer ser humano pode
assimilar. Este movimento exige o recurso a tecnologia da mais avancada e
provoca profundas transformacgdes no nosso dia a dia.

Os objectivos que a Escola quer alcancar devem ser o reflexo das
necessidades da sociedade onde os alunos se inserem. Ha que reflectir
profundamente sobre o tipo de conhecimento e sobretudo de competéncias
gue vao ser exigidas aos nossos alunos. Relativamente a Matematica ha que
repensar 0s aspectos da matematica que temos necessidade de transmitir aos
alunos bem como os conceitos e processos que estes devem dominar. Assim o
sistema escolar deve proporcionar um ensino que permita ao aluno:

¢ decidir que informacéao é relevante para o estudo e compreensao de

um determinado problema e qual a melhor forma de apresentar essa
informacgao

¢ dar a resposta mais adequada, apesar da multiplicidade de

situacdes novas que irdo encontrar durante a sua vida e a que tém
de dar resposta imediata.

Segundo o professor Sebastido e Silva (1975), o ensino em todos os graus tera de
se tornar mais flexivel, mais adaptado, quer as solicitacdes dum mundo em rapida
evolucao quer as aptiddes dos individuos.

Conseguir que os alunos aprendam a pensar, a resolver problemas, a
enfrentar novas situacbes, a aceder a informacdo e a trata-la de forma
adequada é o grande desafio do nosso sistema escolar.

O NCTM, ja em 1991, nas suas Normas propunha que se incluissem
topicos de Matematica Discreta nos curriculos. Na Norma 12 para os niveis de
escolaridade do 9° ao 12° anos podiamos encontrar referéncias tais como:

¢ (..) em contextos geométricos e algébricos, os alunos devem ter numerosas
oportunidades para investigar situagfes problematicas deste tipo, e também de
situacdes que envolvam trés redes de comunicacdo, diagramas de circuitos,
torneios desportivos, esquemas de producdo e relagbes matematicas ... que
podem ser modeladas e analisadas a partir de grafos. Grafos particulares,
chamados arvores, sdo usados frequentemente na resolucdo de problemas de
probabilidades e na representacdo da prioridade das operacdes nas expressdes
algébricas (p. 212)

¢ (...) O pensamento recursivo aplica-se também em muitos contextos geomeétricos.
Por exemplo, para determinar o nimero maximo de regides que sdo designadas no
plano por n rectas, ndo paralelas duas a duas e que se intersectam em pontos
diferentes ...(p.213)
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Em Portugal a preocupacdo em torno da Matematica Discreta também ja
se faz sentir ha algum tempo.

Paulo Abrantes (1994) refere que para as Normas, a Matematica
Discreta diz respeito as propriedades de conjuntos e sistemas numeraveis, € 0
seu estudo € indispensavel no mundo do processamento da informagéo e na
resolucdo de problemas que envolvam métodos computacionais. O NCTM
argumenta que " os computadores sdo essencialmente maquinas finitas e
discretas" que vém exercendo uma influéncia crescente nos modos de criar e
usar a Matematica.

Sendo dois dos objectivos gerais dos programas de ensino a preparacéo
para a vida activa e aprender a aprender acreditamos que a introducdo da
Teoria dos Grafos nos programas de ensino teria vantagens atendendo:

¢ as suas aplicacdes em diferentes areas do saber

¢ ao seu potencial para desenvolver aspectos como a visualizagéo de
situacdes e a esquematizacao de raciocinios

¢ aque é um extraordinario meio de comunicacao

¢ a que desenvolve capacidades logicas e de precisdo bem como
destrezas manuais

A importancia crescente de problemas matematicos relacionados por
exemplo com questdes de transito ou de negocios, que implicam tomada de
decisbes leva-nos a considerar que os grafos devem ser um dos topicos a ser
integrados nos programas de Matematica. Estes constituem uma boa
ferramenta para conceptualizar situagdes, para entender esquemas e transferi-
los para novas situacdes para além de exigirem poucas destrezas numeéricas e
de célculo. Permitindo trabalhar conceitos numeéricos e operacdes basicas. nao
exigem muitos conhecimentos nem técnicas matematicas, o que pode levar a
gue um maior numero de alunos os discutam sem dificuldades.
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Sao apresentadas seguidamente um conjunto de problemas, sob o
nome de Grafolandia, que poderéo ser discutidos com os alunos de qualquer

grau de ensino desde que possuam o0s conhecimentos basicos necessarios
sobre grafos

Houve o cuidado de escolher os problemas que pareceram mais
aliciantes e ao mesmo tempo que abarcassem uma variedade apreciavel de
tépicos, a saber:

¢ Grafos
Arvores
Euler e Hamilton
Colorir um grafo
Colorir regides
Algoritmos

* & & o o

Com este tipo de actividades os alunos devem ter oportunidade de
expressar as suas ideias e desenvolvé-las ao resolver os problemas. Estes
devem justificar e provar as suas afirma¢cdes sempre que possivel.

A estrutura € a seguinte: cada actividade escolhida é apresentada com :
- uma folha com a descricéo da situacdo a apresentar aos alunos;
- uma folha para o professor com 0s conceitos chave e a respectiva
resolucao
As diferentes situacdes podem ser resolvidas individualmente (I) ou em
grupo (G) embora no final os alunos devam confrontar as suas conjecturas,
justificagdes, resultados com o grupo turma.

A sequéncia das actividades foi feita segundo uma légica pessoal do
momento da construcdo desta apresentacdo. Também os conceitos chave e as
propostas de resolucdo sdo apenas sugestdes que cada professor podera
alterar.

O importante é que se compreenda que o professor tem um papel
fundamental na planificacdo destas situacdes. Deve ponderar qual o peso que
devem ter no cOmputo das actividades da turma e a frequéncia com que devem
surgir, os objectivos a atingir, o nivel etario e o desenvolvimento matematico
dos alunos.
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GRAFOLANDIA

Actividade 1

Encontra um caminho até ao centro representado
por *, e a respectiva saida
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Actividade 1 (Folha do Professor)

Conceitos Chave:
¢ Vvértices
¢ arestas
¢ grafos (definicdo)

Resolucao: (I)

A situacao apresentada pode ser resolvida recorrendo a uma
representacéo em grafo:
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Em que os vértices representam as salas do labirinto, e as
arestas unem duas dessas salas quando € possivel chegar de uma
a outra.

A solucao da situacao proposta sera entao :

Entrar em A,

chegar ao centro *

e sairemK

ou seja , fazer o percurso :
AFJ*ILMK
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Actividade 11

Pretendemos ligar trés casas A, B e C, a trés
utilitarios, gas (g), agua (a) e electricidade (e). Por
razbes de seguranca convém que as ligacdes nao se
cruzem. Quantas ligacoes teréo de ser feitas?

o (
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Actividade 11 (Folha do Professor)

Conceitos Chave:
vértices

arestas

grafos (definicao)
vértices adjacentes
vértices incidentes
Grau de um veértice
Grafo regular
Grafo completo
Grafo bipartido
Grafo planar

@ & & 6 & O O > o

Grau de um vértice é igual ao nimero de arestas nele incidentes

Grafo Regular € aquele em gue todos os vértices tém o mesmo
grau

Grafo Completo € aquele em que todos os vértices sdo adjacentes.

Um garfo G diz-se um Grafo Bipartido se o conjunto dos seus
vértices admitir uma particdo {V;. V,} de tal maneira que toda a
aresta de G une um vértice de V; e um vértice de V,

Um Grafo Planar € um grafo que pode ser desenhado no plano de
forma a que as arestas n&o se cruzem
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Resolucao: (I)

Representacao em grafo:
Vértices: A, B, C, g, a, e

Arestas: Ag, Aa, Ae, Bg, Ba, Be, Cg, Ca, Ce

Trata-se de um grafo regular : todos os vértices tém grau 3

E bipartido, basta considerar a particdo V.= { A, B, C }
V={g,a e}

E planar porque, embora tenha sido desenhado com as arestas a
intersectarem-se, pode ser desenhado sem que tal aconteca :
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Actividade 111

A regulacdo do trafego automével, em cruzamentos, por
semaforos, parte do principio de que o fluxo de circulacdo de
veiculos procedente de ruas distintas ndo se intercepta ao
confluir para o cruzamento. Esta situacdo é representada por um
esquema de pontos e linhas. Os pontos mostram a saida dum
cruzamento (e a chegada ao mesmo) enquanto que as linhas
indicam o(s) sentido(s) de possiveis circulacdes entre as entradas
e saidas do cruzamento.

Regula com semaforos a circulacdo automovel
de modo a evitar colisbes num cruzamento com
dois sentidos e possibilidade de virar a esquerda e
a direita. Nao é permitido fazer uma volta de

180°.
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Actividade 111 (Folha do Professor)

Conceitos Chave:
Subgrafo

Grafo dirigido
Grafos isomorfos

Um grafo G’diz-se um Subgrafo de um grafo G se o conjunto dos
vértices e 0 conjunto das arestas de G’sdo subconjuntos do
conjunto de vértices e do conjunto de arestas, respectivamente, de
G

Dois Grafos G1, G2, dizem-se Isomorfos se existe uma bijeccao
entre 0s conjuntos dos vértices dos dois grafos, preservando a
adjacéncia desses vertices, ou seja, se dois veértices sado adjacentes
em G1, as suas imagens pela referida bijeccao séo adjacentes em
G..

Um Grafo Dirigido € um grafo em cujas arestas € definido um
sentido

Resolucao: (G)

Primeiramente exploramos varias situacoes :
1- Quando o grafo da Rua 1 esta verde ( supondo que todos 0s
outros estao vermelhos, nesse caso) temos :

E1 s1
S2 | E4
E2 s4
\4
S3 E3
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2- Quando o grafo da Rua 2 esta verde ( supondo que todos os
outros estao vermelhos, nesse caso) temos :

El 1

S2 E4

\‘33 E3

3- Quando o grafo da Rua 3 esta verde ( supondo que todos os
outros estao vermelhos, nesse caso) temos :

E2 >S4

El §1
S E4
E2 / S4
S3 E3

4- Quando o grafo da Rua 4 esta verde ( supondo que todos os
outros estao vermelhos, nesse caso) temos :

El S1
S2 « \ E4
E2 S4
S3 E3
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Cada situacdo é um subgrafo da situacdo global que representa
todas as possibilidades de deslocamento no cruzamento em causa.

Em cada situacdo os grafos subjacentes ao grafos dirigidos (
supondo que as arestas deixam de ter um sentido ), sdo isomorfos
aos restantes

Ha a possibilidade de decompor os doze trajectos num menor
namero de situacdes. Esse serd um desafio que poderd verificar no
ar : qual o numero minimo de situacbes a considerar, na
organizacdo dos semaforos, neste cruzamento ? ...
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Actividade 1V

Sabes repetir as seguintes Tfiguras sem
levantar o lapis do papel, sem repetir duas vezes a
mesma linha mas passando por todas?
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Actividade 1V (Folha do Professor)

Conceitos chave:

¢ Grau de um vértice

¢ Passeio — sequéncia de vértices, possivelmente ndo todos
distintos

¢ Trilho — passeio sem repeticdo de arestas

Caminho — passeio sem repeticdo de vértices

Ciclo ou Circuito Fechado — caminho, com pelo menos trés

arestas, em que o primeiro vértice é igual ao ultimo

Grafo dirigido

Grafo orientado

Grafo conexo

Grafo de Euler

Circuito de Euler

Teorema de Euler

* <
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Um Grafo Orientado € um grafo dirigido que se obtém de um grafo
simples orientando as respectivas arestas

Um grafo diz-se um Grafo Conexo, quando dados quaisquer dois
dos seus veértices existe sempre um passeio que 0S une.

Um grafo G € Euleriano se existir um circuito fechado que contenha
todas as arestas de G. Tal circuito chama-se circuito Euleriano.

Teorema de Euler: Um grafo G é Euleriano se, e s se, todos os
vértices tém grau par.

Resolucéo: (I)

A primeira figura é impossivel de resolver porque néo se pode
encontrar um circuito Euleriano.
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A segunda é possivel e um percurso podera ser :
A>»>D»C» B» D» E» C» A» B.

Esta situacao pode servir de introducao ao problema seguinte - As
pontes de Konigsberg.
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Actividade V

(@ - "A um ocioso de uma cidade alema, Konigsberg,
ocorreu um dia uma estranha e inatil pergunta, cujo Unico
interesse parecia residir na dificuldade em Ihe responder:
poderia ele planear um passeio que cruzasse as sete pontes sobre
0 rio Pregel, que uniam as diversas zonas da cidade e a ilha
situada ao meio? A pergunta correu de boca em boca e de cabeca
em cabeca sem resposta, até que veio a pousar sobre a de Euler.
Ali aninhou e, depois de um periodo de incubacéo, deu nascimento
a um dos ramos importante da matematica: a topologia™.

A guestdo € a seguinte:

Na cidade de Konigsberg, na Prassia, ha uma
ilha chamada Kneiphot, rodeada por dois bracos do
rio Pregel. Ha sete pontes, A, B, C, D, E, F e G, que
cruzam os dois bracos do rio. A questao consiste
em determinar se uma pessoa pode realizar um
passeio de maneira a cruzar cada uma das pontes
exactamente e apenas uma so vez.

Por onde comecar? Pensa e observa.

Conseguiste? Nao? Nao desanimes!
Tenta a situacao seguinte.
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(b) - No problema anterior ha muitos aspectos que sao
completamente desnecessarios. Por exemplo, que a ilha seja
maior ou mais bonita, que as pontes sejam mais estreitas ou nao,
rectas ou curvas, mais compridas ou mais curtas. O importante é
0 esqguema, 0 que as pontes unem e como se comportam entre si.
Em suma, o importante é:

Pode-se fazer o seguinte desenho de um so
traco sem repetir nenhuma linha?
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Actividade V (a) (Folha do Professor)

Conceitos chave:
Grau de um vértice
Caminho

Passeio

Ciclo ou Circuito Fechado
Grafo dirigido
Grafo orientado
Grafo conexo
Grafo de Euler
Circuito de Euler
Teorema de Euler
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Resolucéao: (G)

Os alunos devem comecar por fazer o diagrama e fazer o
mesmo que na situagao IV.

Verificardo que o problema € impossivel porque nao se
consegue encontrar um circuito Euleriano.

Com efeito, em 1736, Euler mostrou que era impossivel
encontrar um tal circuito.

E condicdo necessaria, para existir um circuito Euleriano, que
todos os vértices tenham grau par ou que todos os veértices tenham
grau par, excepto dois, que serdo de grau impar e constituirdo o
ponto de partida e o ponto de chegada.
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Actividade V (b) (Folha do Professor)

OBS: Esta actividade s6 deve ser dada aos alunos no caso destes
nao terem conseguido resolver a anterior.

Conceitos chave:
Grau de um vértice
Caminho

Passeio

Ciclo

Circuito fechado
Grafo dirigido
Grafo orientado
Grafo conexo
Grafo de Euler
Circuito de Euler
Teorema de Euler

® & & 6 O >0

Resolucao da primeira parte: (1)
Impossivel tal como foi visto na actividade anterior.
Resolucao da segunda parte: (I)

Como A e D sdo os Unicos vértices de grau impar a sua
resolucao ja é possivel. Um passeio podera ser:
A»>B>»A>»C»>A>»D»B>»C—»D
atravessando as pontes pela seguinte ordem:
a b C d e f h g.
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LABIRINTOS:

Hoje em dia vemos os labirintos como quebra-cabecas,
mas antigamente estes estavam associados a mistério, perigo e
confusdo. Era frequente construirem-se labirintos para a
defesa das fortalezas. Os invasores eram obrigados a andar
grandes distancias ficando assim expostos a um ataque.

Num labirinto, um dos principais objectivos é encontrar
um caminho desde o principio até ao fim. Geralmente isto
acontece depois de se dar muitas voltas, de becos sem saida, de
caminhos repetidos. Na maior parte das situacdes temos de
encontrar um s6 caminho ou o caminho mais curto.

A Teoria dos Grafos é o ramo da matematica que

estuda os labirintos como uma rede ou seja os problemas podem
ser resolvidos utilizando diagramas de vértices e arestas.

No fim do século X1X pds-se a questdo "Como escapar de
um labirinto". Euler mostrou que poderia fazer um grafo

partindo do mapa do labirinto. Nesse grafo indicaria as
diferentes hipoteses em cada cruzamento pelo que para
encontrar a saida bastaria encontrar um circuito de Euler.
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Vomos agora a fazer uma viagem pelo mundo dos labirintos.
Eis alguns exemplos:

Parte do fascinio dos labirintos consiste em tentar
descobrir quando e onde surgiram.

EXEMPLO 1:

A lenda de Teseu, do Minotauro e do labirinto subterraneo
existente por baixo do palacio de Minos em Cnhosso é bem
conhecida. Padrdes sinuosos e em forma de labirinto sempre
foram sinal de boa sorte. Os Romanos usavam-nos nos mosaicos
como motivo favorito.

Este é um desenho do labirinto que foi descoberto no
Palacio de Cnosso

) =l

|

EXEMPLO 2:

Este é o desenho tradicional dum labirinto encontrado numa
moeda cunhada em Creta no ano 67 a. C. Por toda a Europa tém
sido descobertos desenhos idénticos a este.
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EXEMPLO 3:

Este
Navajos

labirinto

foi

encontrado numa manta dos

Indios
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LABIRINTOS EM IGREJAS:

Os primeiros labirintos foram construidos em igrejas
géticas no século XI1, no Norte de Franca. Estes eram
construidos num pavimento plano, normalmente riscado na nave
da igreja, ou por vezes gravado numa parede.

Embora sejam muitos ndo se sabe bem quais as razfes da
sua existéncia. Acredita-se que tenha a ver com as muitas voltas
por que passa a vida de uma pessoa antes de atingir a eternidade.

Eis alguns exemplos.

EXEMPLO 1:

O maior e mais famoso labirinto em igrejas é o da Catedral
de Chartres, Norte de Franca, em 1220 d. C. construido com
pedras azuis e brancas e com um diametro de 12 m. Este
labirinto tem caracteristicas interessantes. As quatro partes
simétricas simbolizam a cruz crista.
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EXEMPLO 2:

O labirinto de Reims , apresentado em baixo, foi destruido
em 1779, devido ao barulho que as criancas faziam ao correrem
sobre ele durante os servicos religiosos.

EXEMPLO 3:

O labirinto seguinte ja ndo existe, mas cré-se que devia
pertencer ao chdo da Catedral de Poitiers. Este obrigava a que se
saisse pelo sitio por onde se tinha entrado, mas podiam dar-se
muitas voltas antes de se conseguir sair.
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LABIRINTOS DE SEBES

O labirinto de sebes mais famoso encontra-se em
Inglaterra, nos terrenos do Palacio Real de Hampton. O seu
percurso completo tem cerca de 3/4 de um quilometro.

O labirinto de Hampton:
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Actividade VI

Tenta encontrar um trajecto para sair do
labirinto de Hampton, supondo que estas em A.
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Actividade VI (Folha do Professor)

Conceitos Chave:

¢ Grafo de Euler

¢ Circuito de Euler
¢ Teorema de Euler

Resolucao: (G)
A partir do mapa do labirinto podemos fazer o seu grafo.
Como neste estdo indicadas as varias hipéteses em cada

cruzamento para encontrar a saida basta encontrar um circuito de
Euler.

O grafo do labirinto:

Para sair do centro A do labirinto e chegar a saida M basta
seqguir o circuito ABDEGHJM, ignhorando as outras passagens.
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Actividade VII

Em qualquer trabalho de detective para que uma
investigacao seja eficaz, os resultados devem estar organizados
de forma clara pois assim podes retirar novas pistas.

Também poderas encontrar pistas que aparentemente nao
te conduzem a sitio nenhum. Se tal acontecer guarda a ideia para
outra ocasido pois podera vir a ser util.

Entdo agora, que tal serem "Watsons" num caso de assassinio?

Assassinato no Castelo de Ghastleigh

Era noite em Baker Street 221-B.

Holmes tocava uma éria Irlandesa no seu violino quando fui forgcado a
interrompé-lo.

Watson - Holmes, acabamos de receber uma carta que descreve um assunto
urgente.

Holmes - Por favor leia-ma, Watson.

Watson - O remetente € o Castelo de Ghastleigh em Grimly Sinister:

“Caro Senhor Holmes,

Houve um terrivel assassinato. A senhora Melpomene Beetroot foi
morta a "cacetada" com um candelabro. A policia estd confusa. Por favor
ajude-nos a resolver este horrivel crime.

Ornelian, Duque de Ghastleigh.”

Holmes - Watson, ndo temos tempo a perder. Faca as nossas malas e chame
uma carruagem para levar-nos a estacdo. Um crime tdo singular testara a
nossa perspicacia até ao limite, ndo tenho
davidas.

y Chegando a aldeia de Grimly Sinister,
Holmes e eu podiamos ver o Castelo de
Ghastleigh. O velho castelo era composto por
46 torres distribuidas em 3 circulos
concéntricos com uma unica torre no centro.
Estavam ligadas entre si por caminhos
estreitos sobre o0s quais existiam varias
histérias.

A Unica entrada visivel ficava no extremo de
uma ponte levadica que dava para a torre mais a oeste. Fomos recebidos a
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entrada pelo mordomo, que se apresentou como Dunnett. Levou-nos atravées
de uma escada de caracol e ao longo de um caminho estreito até uma torre
vizinha, onde fomos recebidos pelo Duque de Ghastleigh.

Duque - Oh! Senhor Holmes, (exclamou). Eu ndo tenho palavras para lhe
agradecer.

Holmes - Nao é necessario agradecimentos.

Duque - O assassino da senhora Beetroot ocorreu no seu quarto. Deseja
inspecciona-lo?

Holmes - Dentro de um momento, Vossa Exceléncia. Primeiro preciso enviar
um telegrama.

Duqgue - Dunnett tratara disso, senhor Holmes. Esperamos por ele, ndo deve
demorar. (Nesse instante entrou o mordomo). Por favor sigam-me, senhores.
Cada torre do Castelo de Ghastleigh é formada por um Unico quarto, e cada
uma € habitada por um dos membros sobreviventes da linha de Ghastleigh.
(Entraram na torre da senhora Beetroot). Isto € onde a traigoeira morte se deu.
Existia um grande candelabro no centro do tecto do quarto, mas o assassino
provocou a sua queda de alguma forma, e a pobre Melpomene estava a dormir
debaixo dele.

Watson - Quem encontrou o corpo?

Dunnett - Fui eu, senhor. O que restava dele, senhor.

Watson - Entdo vocé foi a Ultima pessoa a ver a senhora Beetroot viva?
Dunnett - Sem contar com o assassino, sim.

(Reparei que Holmes estava a inspeccionar o quarto com a sua lupa, parou e
ouviu-me atentamente).

Holmes - Receio que ndo vamos encontrar pistas aqui, Watson. A policia
inspeccionou-0 minuciosamente. (com olhar fixo, perguntou). A que torre
conduz esta porta?

Dunnett - A torre da duguesa de Amaranth.

Watson Pode ser ela o assassino?

Duque - Dunnett tem o Unico conjunto de chaves, tém um desenho muito
complicado e original, e acredito que seria impossivel para qualquer pessoa
fazer duplicados. Mas em qualquer caso, a duguesa € demasiado surda e
passa a maior parte do tempo a dormir.

Holmes - Estava toda a gente no seu quarto, ou no quarto dela, na noite do
crime?

Duque - Quase todos. Todos os meus familiares recolhem aos seus quartos a
noite como estd escrito no testamento do meu avé. O primeiro duque tinha
muito receio da solidao, entdo o seu testamento manda que cada descendente
seu passe todas as noites no castelo, caso contrario perde o direito a sua parte
na fortuna da familia.

Dunnett - Isso esta correcto, senhor. Todas as noites faco um turno verificando
cada torre e tranco todas as portas de comunicacao. Todas as manhas eu faco
as minhas rondas outra vez e destranco todas as portas de ligacdo. Nessa
manha terrivel, bati na porta da senhora Beetroot. Nao obtive resposta. Fiquei
preocupado e abri a porta. Foi quando vi 0s ... seus restos mortais.

Holmes - e ninguém entrou ou saiu do Castelo de Ghastleigh durante a noite?
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Dunnett - Nao, senhor. Nunca, senhor. O Unico caminho de saida € passando
através das torres vizinhas até a torre de entrada onde passo todas as noites.
Posso confirmar que ninguém entrou ou saiu.

Holmes - E todos os residentes estavam de boa saude quando os fechou a
chave?

Dunnett - Sim, senhor. Todos tém campainhas de chamada nas

suas torres, senhor, e depois das portas fechadas tocam para confirmarem as
suas presencas ao Duque.

Duque - Uso as campainhas para confirmar que estdo a cumprir o testamento.
Dunnett esta correcto. Mantenho uma severa disciplina, e todas as campainhas
tocaram.

Watson - Mas um intruso poderia facilmente tocar a campainha.

Duque - Nao Dr. Watson. Cada residente tem um coédigo pessoal, conhecido
apenas por ele ou ela e por mim.

Holmes - Dunnett, entrou nalguma torre mais do que uma vez?

Dunnett - Oh nédo, Senhor Holmes. Eu entro apenas uma vez em cada torre
quando faco a ronda - € uma regra inviolavel. Nunca ninguém é perturbado
depois das portas estarem fechadas.

(Holmes tentou uma outra linha de inquérito).

Holmes - Vossa Senhoria, a policia encontrou o tempo estimado da morte?
Duque - Isso € impossivel de dizer, senhor Holmes, devido ao estado do corpo.
A partir da temperatura do sangue, estimaram que provavelmente foi antes da
meia noite.

Holmes (arqueou a sobrancelha) - Existe alguma maneira de alguém passar
entre as torres sem utilizar os caminhos.

Duque - Um montanhista experiente pode talvez escalar as paredes a partir do
solo. Mas, senhor Holmes, ele nunca poderia fazé-lo de noite. A familia de
Ghastleigh € muito minuciosa na seguranca. O ultimo acto do Dunnett nas suas
rondas nocturnas é€ libertar uma matilha de caes no patio do castelo.

Um rapaz do correio chega a entrada com um telegrama para Holmes (sem
davida uma resposta ao seu telegrama). Depois de ler, vi 0s seus olhos ficarem
semi-fechados

Holmes - Qual a rota que costuma fazer nas suas rondas, Dunnett?

Dunnett - Isso varia, senhor.

Holmes - Lembra-se da rota que fez na noite do crime?

Dunnett - Nao, senhor.

Holmes - Isso € lamentavel. (abanando a cabeca). Watson, teremos de alugar
quartos para esta noite. Ndo podemos fazer mais nada aqui.

Duque - Mas, senhor Holmes, 0 assassino

Holmes - N&o disse, Vossa Senhoria, que néo resolveria o crime. Eu estava
apenas a dizer que a minha investigacdo aqui esta completa. Dr. Watson e eu
temos trabalho a fazer, e ndo tenho duvidas que dentro em pouco tempo
poderei indicar o nome do criminoso. Dunnett, por favor chame a carruagem.
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Holmes e eu retiramo-nos para um confortavel quarto na aldeia de Grimly
Sinister.

Watson - Holmes, acredita mesmo no que disse o duque? Acerca da
confirmacéo do nome do criminoso?

Holmes - Watson, desde quando eu desiludi um duque?

Watson - Mas, temos muito pouco até agora.

Holmes - Tontices, Watson! Recapitulemos os factos pertinentes. A senhora
Beetroot foi morta antes da meia noite. Nenhum intruso poderia Ter entrado ou
saido por causa dos cdes. O assassino tera de ser um dos habitantes do
castelo de Ghastleigh. Dunnett fechou todos os seus habitantes nos seus
quartos individuais, que assinalaram a sua presenca ao duque. Dunnett
comecou a ronda pela torre de entrada e voltou a ela, entrando em cada torre
precisamente uma unica vez.

Depois dos quartos estarem fechados, os Unicos residentes que poderiam Ter
entrado no quarto da senhora Beetroot sem serem VistoS eram 0S seus
vizinhos contiguos. Mas para o fazerem teriam de Ter uma chave, e Dunnett
possui 0 Unico conjunto de chaves. As chaves ndo podem ser copiadas. Quem,
entdo, poderia Ter cometido 0 assassinato?

Watson - Uh, Oh! Pois claro! Ele poderia Ter voltado ao quarto depois da
senhora Beetroot Ter assinalado a sua presenca ao duque.

Holmes - Precisamente. O duque disse-nos que a duquesa de Amaranth, cujo
quarto € adjacente, é surda que nem uma porta e dorme profundamente.
Dunnett poderia Ter esperado no quarto da duquesa até a senhora Beetroot
tocar a campainha de sinalizacdo e depois entrar novamente para mata-la.
Watson - Com um candelabro?

Holmes - Ele matou-a com outra arma, um tubo, talvez e depois arranjou o
candelabro para este cair de modo a fazer desaparecer as pistas.

Watson - Uma teoria interessante.

Holmes.- Mas ainda s6 uma teoria, Watson. Como poderemos provar que
Dunnett € o criminoso? A duquesa de Amaranth continuava a dormir quando
ele regressou, e ele continuou a sua ronda como se nada se tivesse passado.
Watson - A queda do candelabro de certeza acordou alguém.

Holmes - As torres estdo isoladas umas das outras. Ndo, ndo houve qualquer
som.

Watson - Dunnett atrasar-se-ia na sua ronda.

Holmes - Alguns minutos somente, se ele ja anteriormente tivesse arranjado o
candelabro de forma a desprender-se do tecto. Mas apenas o suficiente para
nao chamar a atengéo.

Watson - Entdo fomos derrotados, Holmes! Nao pode ser ninguém senao
Dunnett, no entanto o canalha esta livre.

Holmes - De maneira nenhuma, Watson. Se a sorte estiver connosco, ele pode
ja estar condenado pela sua propria boca. (Deu-me para a mao um papel, onde
estava 0 mapa de Ghastleigh). Watson, aqui esta um simples puzzle para vocé.
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o portéo principal

o Duque de Ghastleigh

Lady Gamgoge

o Lady Carmine

o Senhora Beetroot

Duquesa de Amaranth

Mapa

Dunnett afirma que todas as noites, na sua ronda, entra em cada torre
apenas uma e uma soO vez. Ele ndo pode Ter-se movido de uma torre apenas
uma e uma aob vez. Ele ndo pode Ter-se movido de uma torre para outra sem
ser pelos caminhos. Talvez vocé encontre a tal rota para min.

Watson - Certamente, Holmes, deve haver centenas de solucdes.

E tu, concordas com Watson ou nao?
Serda Dunnett o0 assassino?
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Actividade V11 (Folha do Professor)

Conceitos Chave:

Grau dum vértice

Grafo de Euler

Circuito de Euler

Ciclos de Hamilton

Numero Cromatico

Coloracéo dum grafo utilizando arestas
Snarks

* & & 6 & o o

Um grafo G € Hamiltoniano se existir um ciclo que contenha todos
os veértices de G. Tal ciclo chama-se Hamiltoniano.

O Numero Cromatico de um grafo € o niumero minimo necessario
para colorir os seus veértices de forma que dois vértices adjacentes
nao possam ter a mesma cor.

O Numero Cromatico das Arestas de um grafo € o niumero minimo
de cores necessarias para colorir as arestas de G, de forma a ques
as arestas incidentes num mesmo vértice ndo possam ter a mesma
cor

SNARK: Grafo cujo niamero cromatico para as arestas € igual a
guatro

Resolucao: (G)

Dunnett ndo poderia ter passado por todos os caminhos uma
Unica vez porque o grafo tem 69 arestas e 46 veértices todos de grau
trés, portanto ndo existe um circuito de Euler. Para ele existir tinha
gue ter no maximo dois vértices de grau impar. Também né&o era
possivel encontrar um circuito Hamiltiniano: uma linha fechada que
atravesse as arestas visitando cada no precisamente uma unica
vez. Dunnett visitou duas vezes uma torre: a torre da senhora
Beetroot.

Conclusao: Dunnett mentiu.
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Outra possibilidade de Resolucéo:

Colorir as arestas do grafo e ver se era um snark
De salientar que num snark néo existem ciclos Hamiltonianos.

X (G) = 4 € um snark, logo nédo existe um ciclo Hamiltoniano
(nGmero cromatico das arestas)

Conclusdo: Como o grafo € um snark, ndo existe um ciclo
Hamiltoniano. Logo Dunnett mentiu.
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Actividade VIII

Pintar sera Matematica?
Se pensas que sim propomos - te a seguinte actividade, se

pensas que ndo, também...

Uma companhia industrial deseja armazenar

sete diferentes produtos farmacéuticos C1, C2, ...,
C7, mas alguns ndo podem ser armazenados juntos
por motivos de seguranca. A tabela seguinte
mostra os produtos que ndo podem estar no mesmo

local
Encontra o numero minimo de localizactes

necessarias para colocar estes produtos.

Cl C2 C3 C4 C5 C6 C7
C1 X X X
C2 X X X
C3 X X X
C4 X X X X
C5 X X X X
C6 X X X X
C7 X X X
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Actividade V111 (Folha do Professor)

Conceitos Chave:

L4

¢
¢
¢
¢

Vértices adjacentes

Coloracéo dum grafo utilizando arestas
Coloracéao dum grafo utilizando vértices
NuUmero croméatico

Snarks

Resolucao: (G)

Primeira maneira de resolver ( coloracao de vértices)

Cl

Cc7

C6

Resposta: C2C5, C3C6, C4C7, C1

Segunda maneira de resolver (coloracao de arestas)

Resposta: C1C3, C2C5, C4C7, C6
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Terceira maneira de resolver

Resposta: C1C3, C2C5, C4C7, C6
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Actividade IX

A heranca do Califa de Bagdad

Em tempos que ja la vao, o califa de Bagdad tinha
quatro filhos de quem muito gostava.

Para cada um deles mandou construir um palacio. O do
filho mais velho, Abdul, ficou no terreno 1, o de Budal, no
terreno 2, o de Cadaf, no 3 e o de Dubal, no 4, conforme se
pode ver no mapa.

Antes de morrer, fez o testamento com indicacdes de
como deviam ser distribuidas as suas ricas terras. Cada filho
ficaria com o terreno onde tinha o seu palacio.
Evidentemente, Abdul herdaria também o terreno 9, onde
ficava situado o palacio do califa. Os restantes terrenos
seriam distribuidos de modo que, no final, cada um ficasse
com 5. Mas impds uma condicdo a cada um dos filhos: os seus
cinco terrenos nédo poderiam ter fronteiras comuns. Por
exemplo, Cadaf ndo podia ficar com o terreno 19.

Como € que os irmaos dividiram as terras entre si?
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Actividade 1X (Folha do Professor)

Conceitos Chave:

Grafo Planar

Regiéo

Adjacéncia de regides

Coloracéo dum grafo utilizando arestas
Snarks

Coloracao de regibes

Teorema da 4 cores

& & 6 6 o o

Resolucéao: (G)

O professor pode aproveitar a ocasiao para referir o Teorema
das 4 cores, enunciando-o de forma simples :

Qualquer mapa de regides, desenhado num plano pode ser
colorido apenas com 4 cores de modo a que as regides adjacentes (
arestas comuns ou parcialmente comuns ) figuem com cores
diferentes
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Actividade X

E se fosses um vereador ?

Sete pequenas cidades no concelho de Small
County estéo unidas umas as outras, como podemos
ver no grafo seguinte em que o0s Vvértices
representam as cidades e as arestas as estradas.
Os numeros junto a essas estradas indicam as
distéancias em quilbmetros. Todas as estradas
estdo tdo degradadas que se tornaram
praticamente intransitaveis. O concelho , que
possui um orcamento muito limitado, quer
pavimentar algumas estradas de forma que se
possa ir de qualquer cidade para qualquer cidade
s0O por estrada pavimentada, directa ou
indirectamente. A autarquia quer minimizar o
numero total de quilometros a pavimentar. Procura
a rede de estradas a pavimentar que preenchera
todos estes requisitos.

A 20 G
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Actividade X (Folha do Professor)

Conceitos Chave:

Grafo com arestas pesadas
Arvore

Arvore Geradora

Arvore Geradora Minima
Algoritmo de KrusKall
Algoritmo de Prim

@ & & O o o

Se a cada aresta de um grafo se associar um ndamero natural,
chamado peso, ficamos com um grafo “pesado”

Arvore é um grafo conexo e sem ciclos.

Dado um grafo G, uma Arvore Geradora de G é um subgrafo G” de
G tal que :
G” € uma éarvore e possui todos os vértices de G

Num grafo “pesado” G, a Arvore Geradora Minima é uma arvore
geradora de G para a qual € minima a soma dos pesos das arestas
envolvidas

Resolucéao: (G)

A solucdo deste problema passa por encontrar a arvore
geradora minima do grafo apresentado :

A 20 G
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Existem muitas possibilidades de abordagem a este problema
e 0s alunos deverdo ser encorajados a partilhar o maior nimero
possivel.

Apresentamos aqui dois exemplos que serdo dos mais
comuns, conhecidos por algoritmos de Kruskal e de Prim :

Pelo Algoritmo de Kruskal ou Algoritmo do Avarento :

1° - Escolher a aresta menos pesada : AB

2° - Das restantes escolher a aresta menos pesada : BD

3° - Continuar sucessivamente mas sem nunca escolher uma
aresta que feche um ciclo.

Uma solucéo sera entéo :

AB BD FE FB FG CD

D Peso Total : 88

Pelo Algoritmo de Prim :

1° - Comecar num vértice qualquer : o vértice A

2° - Ir para o “vizinho mais proximo” : B

3° - Dai para o ‘“vizinho mais proximo” e assim
sucessivamente até chegar ao ultimo vértice

Obs. : Por vezes por este método pode chegar-se a um beco
sem saida, que € 0 que acontece se comegarmos em A :

De A para B — AB

De B para D - BD

De D para C — DC e nao se pode continuar sendo formamos
um ciclo.

A solucéo para esta situacao sera :

- comegar por outro vertice, ou
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modificando o método de forma a procurar em cada fase o
vértice mais proximo de algum dos vértices ja considerados (
sempre sem criar ciclos).

Com esta ultima abordagem obteremos :

AB BD DC BF EF FG

Solucdo igual a anterior
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CONTEUDOS ABORDADOS :

11

1.2

1.3

1.4

15

1.6

Grafo

Definicao de grafo
Grafo completo
Grafo regular
Grafo bipartido
Grafo planar

* & & o o

Grau de um vértice
Vértices adjacentes
Arestas incidentes

Sub-grafo
Grafo isomorfo

Caminho
Passeio
Trilho
Ciclo

Grafo dirigido
Grafo orientado

Euler e Hamilton

¢ Grafo de Euler, Grafo de Hamilton

¢ Circuito Euleriano, ciclo Hamiltoniano
¢ Teorema de Euler

Colorir um grafo

4 Veértices coloridos
¢ NuUmero cromatico
¢ Arestas coloridas
¢ Snarks

Colorir regides em grafos (eventualmente Teorema das 4 Cores)

Arvores e Algoritmos : Kruskal e Prim
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